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Vorwort 



In der Diplomarbeit werden kobordismustheoretische Fragestellungen mit Hilfe von kom- 
plexen elliptischen Geschlechtern behandelt sowie Eigenschaften von diesen untersucht. 

Die Theorie der elliptischen Geschlechter lernte ich in einer Vorlesung kennen, die 
Prof. F. Hirzebruch im WS 1987/88 an der Universität Bonn hielt. In der Vorlesung 
wurde einerseits eine Einführung in das damals neue Gebiet der elliptischen Geschlechter 
gegeben, anderseits wurde eine Verallgemeinerung auf komplexe Mannigfaltigkeiten vorge- 
nommen. Die so erhaltenen komplexen Geschlechter der Stufe iV ordnen einer komplexen 
Mannigfaltigkeit eine Modulform zur Modulgruppe Ti(N) zu. Für N = 2 erhält man das 
ursprüngliche für differenzierbare Mannigfaltigkeiten erklärte elliptische Geschlecht, wie es 
von S. Ochanine, E. Witten und anderen eingeführt wurde. Die wesentlichen Eigenschaf- 
ten — Ganzzahligkeit und Starrheit — , die im Stufe- 2-Fall für Spin-Mannigfaltigkeiten 
erfüllt sind, gelten im Stufe- iV-Fall, wenn die komplexe Mannigfaltigkeit — oder allgemei- 
ner die stabil fastkomplexe Mannigfaltigkeit — eine durch N teilbare erste Chernklasse 
besitzt. 

Ziel der Diplomarbeit ist es, möglichst viele der im differenzierbaren Fall sonst noch be- 
kannten Ergebnisse in geeigneter Weise auf den komplexen Fall zu übertragen. 

Ich möchte R. Jung für die Diskussionen, die viel zur Entstehung der Arbeit beigetragen 
haben, sowie für sonstige Hilfen danken. Weiter danke ich Herrn Prof. Kreck für die Be- 
antwortung vieler Fragen, Herrn Prof. W. Vogel aus Halle für seine Hilfe beim Beweis von 
Satz 2.3.5, H. von Eitzen für die Übersetzung von [27], H. Kastenholz für seine ausführli- 
chen Korrekturvorschläge, sowie allen anderen, mit denen ich über meine Arbeit sprechen 
konnte. 

Ganz besonders gilt mein Dank Herrn Prof. Hirzebruch für die Anregung zu dieser Ar- 
beit und seine begleitende Hilfe. Aus seinen Vorlesungen und Arbeiten stammen auch 
die meisten meiner Kenntnisse über Kobordismustheorie, charakteristische Klassen und 
Geschlechter. 

Schließlich halfen mir beim Aufschreiben und Korrekturlesen der Arbeit R. Kleinrensing, 
J. Kettner und mein Vater. Ihnen sei ebenfalls gedankt. 
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Einleitung 



Die Diplomarbeit beschäftigt sich mit der Verallgemeinerung der Theorie der elliptischen 
Geschlechter von orientierten differenzierbaren Mannigfaltigkeiten auf [/-Mannigfaltig- 
keiten (Mannigfaltigkeiten mit komplexer Struktur auf dem stabilen Tangentialbündel). 

Das universelle elliptische Geschlecht der Stufe zwei, (p 2 : fif°<g>C -> M*(Fi(2)) = C[5,e] 
(für eine Einführung vgl. ersten Aufsatz in [31] sowie [7, 32, 36, 37, 46, 49, 50]), läßt 
sich nach Ochanine [36] wie folgt charakterisieren: sei J^ pin C Qf pin <g> C = üf° <g> C 
das Ideal, das von projektiven Bündeln CP(E) erzeugt wird, wobei E ein komplexes 
Vektorbündel von geradem Rang über einer orientierten Mannigfaltigkeit ist. Dann gilt 
Ker^ 2 = J* pin - Das Geschlecht ip 2 gehört zur charakteristischen Potenzreihe Q(x) = y^y, 
wobei die Umkehrfunktion f~ 1 {y) = g(y) von f(x) das elliptische Integral g(y) = 
So Vi-2^t ä +£t 4 * s ^' Witten [49] zeigte, daß sich (p 2 (X) als die äquivariante Signatur des 
freien Schleifenraumes sign(g, CX) interpretieren läßt, welche man formal als eine Reihe 
J2 n >o sig n (A, R n )c[ n schreiben kann. Hierbei sind die R n eine Folge zu TX assoziierter Vek- 
torbündel. Witten vermutete, daß das elliptische Geschlecht starr bei ^-Operationen auf 
Spin-Mannigfaltigkeiten ist, d.h. der virtuelle S^-Charakter sign(A, X, R n ) e Z[A, A -1 ] ist 
trivial für alle n. Dies wurde von Ochanine [37] im Falle von semifreien ^-Operationen 
und im allgemeinen Fall von Taubes [46, 7] bewiesen. Weiter folgt, daß der Kern von 
(p 2 das Ideal I^P tn ' odd ist, welches von zusammenhängenden Spin-Mannigfaltigkeiten mit 
ungerader ^-Operation erzeugt wird. Für semifreie ^-Operationen vgl. dazu auch [6]. 
Die Starrheit impliziert Multiplikativität in allen orientierten Faserbündeln mit Spin- 
Mannigfaltigkeiten als Faser: ^{E) = <f2(B) ■ ^{F) (Genauer sei E ein lokal triviales 
orientiertes Faserbündel mit orientierter Mannigfaltigkeit B als Basis, orientierter Man- 
nigfaltigkeit F als Faser und kompakter zusammenhängender Liegruppe als Strukturgrup- 
pe.) Falls die Faser eine beliebige orientierte Mannigfaltigkeit sein darf, ist die Signatur 
das einzige Geschlecht mit dieser Eigenschaft (vgl. [9, 5]). Operiert auf E eine endliche 
Gruppe, so ist auch die äquivariante Signatur multiplikativ [38], so daß man vermuten 
könnte, daß dies auch für sign(g, CX) (kleine Schleifen verwenden) der Fall ist. Da der 
freie Schleifenraum CX nur für Spin-Mannigfaltigkeiten X orientierbar ist [42], könnte 
dies eine Erklärung für die Spin-Bedingung liefern. 
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Das universelle elliptische Geschlecht (f2(X) ist eine Modulform zu ri(2), so daß man 
die Werte in den beiden Spitzen von 1^(2) betrachten kann. Diese Werte sind aber 
gerade die Signatur und das A-Geschlecht. Die Starrheit des A-Geschlechtes bei S* 1 - 
Operationen auf Spin-Mannigfaltigkeiten wurde von Atiyah-Hirzebruch [2] gezeigt; au- 
ßerdem: Ker A = /f pm , wobei I^ pm das Ideal ist, welches von zusammenhängenden Spin- 
Mannigfaltigkeiten mit effektiver ^-Operation erzeugt wird. 

Hirzebruch folgend [22, 23] werden in meiner Diplomarbeit die obigen Charakterisierun- 
gen von ip 2 in geeigneter Weise auf komplexe elliptische Geschlechter übertragen. Dazu 
definieren wir das universelle elliptische Geschlecht (p e u als das Geschlecht, das zur cha- 
rakteristischen Potenzreihe Q(x) = gehört, wobei / die normierte Lösung der Diffe- 
rentialgleichung 



mit 




ist. Das universelle elliptische Geschlecht einer komplex n-dimensionalen [/-Mannigfal- 
tigkeit ist dann ein gewichtet homogenes Polynom vom Gewicht n in den Unbestimm- 
ten A, B, C und D, wenn diese mit den Gewichten 1 bis 4 versehen werden. Für SU- 
Mannigfaltigkeiten ist es sogar ein Polynom, das nur von B, C und D abhängt. Obiges 
Polynom S(y) ist gerade so gewählt worden, daß ip e u auf bestimmten ausgezeichneten 
[/-Mannigfaltigkeiten W± bis W4 die Werte A bis D annimmt. 

Das elliptische Geschlecht der Stufe N, wie von Hirzebruch eingeführt, gehört zu solchen 
Polynomen S(y), die einer Differentialgleichung 

(*) P'{y) 2 S{y) = N 2 y\P{yf - c 2 ) 

genügen mit einem Polynom P(y) = y N + . . . + d,N-iy + d,N und einer Konstante c 7^ 0. Die 
Gleichung (*) liefert zwei homogene Bedingungen Rn-i und Rn+i vom Gewicht N— 1 und 
N + 1 an die Unbestimmten A bis D. Sie definieren eine Kurve Cn im gewichtet projekti- 
ven Raum CP 1 ' 2 ' 3 ' 4 . Wie in [26] gezeigt, sind die irreduziblen Komponenten dieser Kurve 
gerade die Bilder von Abbildungen der Modulkurven H/Txfn) in den CP 1 ' 2 ' 3 ' 4 , wobei 
n > 1 die Teiler von N durchläuft. Mit (p^ bezeichnen wir dann den wie folgt definierten 
Algebrenhomomorphismus von fl^ <g> C in die Koordinatenalgebra C[A, B, C, D]/I(Cn) 
von Cn- 

Wir konstruieren eine Basisfolge Wi, Wz, . . . von f2^®C mit (p e ii(Wi) = A, (p e ii(W2) = B, 
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<Peu(W 3 ) = C, cpeii(W 4 ) = D und cpeiiiWi) = für % > 5. Sei 

ir N : C[A, B, C, D] - CL4, 5, C, £>]/J(CW) 

die Projektion auf die Koordinatenalgebra von Cn- Dann definiere (pN als 7Tat o <^ eH . Das 
in [23] definierte Geschlecht ^n ist dann die Abbildung ir' N o (p eü , ir' N : C[A, B,C, D] — > 
CL4, ß, C, D]/I(C' N ), wobei die irreduzible Komponente von Cn ist, die der Modul- 
kuve H/Ti(iV) entspricht. Alternativ kann y?jv auch als Polynom in Modulformen A bis 
D vom Gewicht 1 bis 4 zu Ti(iV) aufgefaßt werden. Die Werte von (p N in den Spitzen von 
ri(iV) sind die Geschlechter Xy( x ) mi t 1/ = e 2ni i? und Z = 1, . . . , N - 1, (Z, JV) = 1, sowie 
die Geschlechter X (X, K k / N ) mit k = 1, . . . , N - 1. Die Geschlechter x(A, K k / N ) fassen 
wir zu einem Geschlecht zusammen: 

Es ist das Geschlecht ß N ° Weih wobei /Mr : CL4, .B, C, D] -> CL4, £, C, D]/I(M N ) die 
Projektion auf die Koordinatenalgebra von M N = \J k 2 =1 P N;k C CP 1,2 C CP 1 ' ' 3 ' ist. Die 
Varietät Mjy besteht aus den Punkten Pn,u — (2(1/2 — k/N)t : 2t 2 : : 0), deren homo- 
gene Koordinaten die Werte der Modulformen A bis D in den Spitzen von Ti(A r ) sind, 
die zu x(X, K k / N ) gehören. 

Sei Vt^ N der Kobordismusring von stabil fastkomplexen Mannigfaltigkeiten mit fest ge- 
wählter iV-ten Wurzel des Determinantenbündels, d.h. die Objekte sind [/-Mannigfal- 
tigkeiten X zusammen mit einer iV-Struktur: das ist ein Geradenbündel L, so daß 
L N 2* det(TX). Besitzt eine [/-Mannigfaltigkeit X eine iV-Struktur, so gilt c x {X) = 
(mod N). Wir bezeichnen [/-Mannigfaltigkeiten mit durch N teilbarer erster Chernklas- 
se daher als iV-Mannigfaltigkeiten. Umgekehrt besitzen iV-Mannigfaltigkeiten stets eine 
(nicht notwendig eindeutig bestimmte) iV-Struktur. Mit dem Pontrjagin-Thom-Theorem 
berechnet man Q^' N ® Q = ü 1 ^ Q = Q[W 1 ,W 2 , . . .]. 

Der Typ t einer effektiven, mit der [/-Struktur kompatiblen ^-Operation auf einer zusam- 
menhängenden iV-Mannigfaltigkeit X mit [X] ^ in Q^' N <8> Q ist die Summe der Dreh- 
zahlen im Normalenbündel einer Fixpunktkomponente modulo N. Er ist unabhängig von 
der Auswahl der Fixpunktkomponente. Sei das Ideal in f2^ ,Ar ®C, welches von zusam- 
menhängenden iV-Mannigfaltigkeiten mit effektiven S^-Operationen vom Typ t erzeugt 
wird. Da I^'* = I^'" T ( N 'V gilt, betrachten wir nur t — und Teiler t von N. Das Ideal 
I* — sei das Ideal der iV-Mannigfaltigkeiten mit effektiver S^-Operation. Weiter de- 
finiere noch ein Ideal wie folgt: Für zwei komplexe Vektorbündel E und F vom Rang p 
und q über einer [/-Mannigfaltigkeit B sei das getwistet projektive Bündel CP{E@F) als 
differenzierbare Mannigfaltigkeit das gewöhnliche projektive Bündel CP(E ® F). Es wird 
aber mit einer anderen, „getwisteten" stabil fastkomplexen Struktur versehen, so daß ei- 
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ne Faser CP Pi? dieses Bündels die totale Chernklasse c(CP Pi? ) = (1 + g) p (l — g) q besitzt. 
Das Ideal von Q^' N <8> C wird nun von solchen Bündeln CP(E © F) erzeugt, bei de- 
nen der Totalraum und die Faser iV-Mannigfaltigkeiten sind. (Die zweite Bedingung ist 
äquivalent zu N | p — q.) Schließlich definieren wir noch analog die Ideale I^ u , lf u,t und 
J^ u für S'tZ-Mannigfaltigkeiten. Der Typ t ist hierbei eine ganze Zahl. 

Ein Hauptresultat der Arbeit ist der 

Satz* 

(1) Kerpe« \ n suoc= Jf 7 = Jf >*, für t ^ 

(2) Ker Ä\ n su^ c =I^ u 

(3) Ker<p N = J? = /f' 1 

(4) KerÄ N = I? 

Die Inklusion Ker An D -Tf findet sich bei Hattori [18] und Kricever [28], vgl. auch [34], 
die Inklusion Ker</?jv ^ Z^' 1 bei Hirzebruch [23]. Wir haben damit also eine geometrische 
Charakterisierung der komplexen elliptischen Geschlechter ip eU und (p^. 

Da Bild(</? e n \qsu^ c ) c C[-ß, C, D], können wir ip e u als C-Algebrenhomomorphismus von 
£lf u <8> C in die Koordinatenalgebra der gewichtet projektiven Ebene CP 2 ' 3 ' 4 auffassen. 
Die Ebene wiederum können wir mit dem geeignet kompaktifizierten Modulraum von 
Äquivalenzklassen elliptischer Kurven über C mit ausgezeichnetem Punkt auf der Kurve 
identifizieren. Hierbei entspricht dem Gitter L = 2tu(Zt + Z) mit ausgezeichnetem Punkt 
z G C/L, z der Punkt (B : C : D) = (24 p L (z) : p' L (z) : 6 p 2 L (z) - \g 2 (L)) G CP 2 ' 3 ' 4 . 
Dabei steht px,(x) für die Weierstraßsche p- Funktion zum Gitter L, und g2{L), g^{L) seien 
die Gitterkonstanten. Unter dieser Identifikation ist das universelle elliptische Geschlecht 
für ^LZ-Mannigfaltigkeiten bis auf einen Homogenitätsfaktor A -1 G C*, der dem Ubergang 
von (L, z) zu (XL, Xz) entspricht, das Geschlecht zur charakteristischen Potenzreihe 

wobei q = e 2mT und — y = e z . So geschrieben ist (p e u(X d ) für eine cZ-dimensionale SU- 
Mannigfaltigkeit X d eine Jacobiform vom Gewicht d und Index (holomorph bis auf 
einen Pol in 0) zur vollen Modulgruppe PSX 2 (Z) (vgl. [14]). Das unnormierte universel- 
le elliptische Geschlecht XyiQi läßt sich wegen obiger Produktentwicklung auch als 
Potenzreihe in q und y schreiben mit Indizes getwisteter Dolbeault-Komplexe als Koeffi- 
zienten: 

d Xi ^ ™ 1 + i/fe" 1 ' l+y~ 1 q n e Xi 



1 — e Xi 1 — g n e Xi 1 — g"^ 1 
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= Xv (Xd, <S> A yi nT * ® A r i 9 ,T <g> (g) © T l) 

n=l n=l n=l 

= E E X(*, Är»,i)!/V. 
n>0 |i|<c n 

Die i?Ar ; i sind dabei zum stabil fastkomplexen Tangentialbündel T assoziierte komplexe 
Vektorbündel, und die Xi sind die formalen Wurzeln der Chernklasse von X d . Man kann 
formal Xyio.-* £X d ) als das S^-äquivariante Xy-Geschlecht des freien Schleifenraumes CX d 
interpretieren. 

In Verallgemeinerung der Geschlechter der Stufe N gilt der 

Satz: Das universelle komplexe elliptische Geschlecht ist starr hei S 1 -Operationen auf 
SU -Mannigfaltigkeiten, d.h. der virtuelle S 1 -Charakter x(A, X, Rn^) e Z[A, A^ 1 ] ist für 
alle n und i trivial. 

Die Starrheit bei S^-Operationen ist äquivalent zu der Multiplikativität in stabil fast- 
komplexen Faserbündeln mit S'fZ-Mannigfaltigkeiten als Faser und kompakter zusam- 
menhängender Liegruppe von U -Automorphismen der Faser als Strukturgruppe. Der Ko- 
effizient von q° in der Potenzreihenentwicklung von Xy{o.-> £X d ) ist das \y~ Geschlecht, das 
multiplikativ in allen [/-Bündeln ist (vgl. [21]). Die Bedingung c\ = an die Faser könnte 
man als das Hindernis für eine [/-Struktur auf CX zu erklären versuchen. Die Inter- 
pretation von Xyio.1 £X d ) als das äquivariante Xy-Geschlecht des freien Schleifenraumes 
liefert Zusammenhänge mit der konformen Quantenfeldtheorie (Charaktere von Quanten- 
gruppen (vgl. [40])?). Es schließt sich die Frage an, ob es ein komplexes Analogon zur 
elliptischen Kohomologie im Stufe-2-Fall gibt. 

Schließlich beweisen wir noch eine Aussage über das Verhalten von ip^ beim Aufblasen: 

Satz: Sei Y eine kompakte komplexe Untermannigfaltigkeit der kompakten komple- 
xen Mannigfaltigkeit X, sei X die Aufblasung von X entlang Y. Falls codim c Y = 1 
(mod N), gilt <p N (X) = <p N (X). 
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Kapitel 1 



Der Kobordismusring der N-Mannigfaltigkeiten 

1.1 Geometrische Definition von 0% ,N 

In diesem Abschnitt referieren wir kurz über die Kobordismusringe Q% und fif 7 . Es wird 
dann der Kobordismusring Q^ ,N der iV-Mannigfaltigkeiten mit iV-Struktur eingeführt. 
Dies sind Mannigfaltigkeiten mit einer [/-Struktur auf dem stabilen Tangentialbündel 
und fest gewählter „iV-ten Wurzel" des zum stabilen Tangentialbündel gehörigen komple- 
xen Determinantenbündels. 

Wir erinnern an die Definition von [/-Mannigfaltigkeiten (vgl. z.B. [12]). Sei X eine kom- 
pakte differenzierbare (d.h. C°°) Mannigfaltigkeit. Eine komplexe Struktur auf dem stabi- 
len Tangentialbündel von X ist ein Vektorbündelisomorphismus J : TX © — > TX © 
mit J 2 = — id, wobei das triviale reellen Bündels vom Rang k über X ist. Durch eine 
komplexe Struktur wird TX © zu einem komplexen Vektorbündel. Ist J eine komple- 
xe Struktur auf TX © und J' eine komplexe Struktur auf TX © e^, so gehören J und 
J' der gleichen stabilen Aquivalenzklasse $ an, falls es s und s' mit k + 2s = k! + 2s' =: t 
gibt, so daß die komplexen Strukturen auf TX © e^, die zu den komplexen Vektorbündel 
TX©e^©eQ und TX®e^@e S Q gehören (e^ sei das triviale reelle Vektorbündel vom Rang 
2k mit der standardkomplexen Struktur), stetig ineinander deformiert werden können. Ei- 
ne [/-Struktur auf X ist eine Aquivalenzklasse $ von komplexen Strukturen auf dem stabi- 
len Tangentialbündel. Eine Mannigfaltigkeit zusammen mit einer [/-Struktur bezeichnen 
wir als [/-Mannigfaltigkeit. Die Menge der [/-Strukturen auf X kann mit der Menge 
der Homotopieklassen von Liftungen der klassifizierenden Abbildung X — > BO des stabi- 
len Tangentialbündels bzgl. der Faserung BU — > BO identifiziert werden. Für eine reell 
n-dimensionale Mannigfaltigkeit X n können anstelle der stabilen Räume BO und BU die 
klassifizierenden Räume BO(2k) und BU(k) verwendet werden, falls 2k > n + 2. 

Der Rand einer [/-Mannigfaltigkeit ist wieder eine [/-Mannigfaltigkeit. Das Negative ei- 
ner [/-Mannigfaltigkeit X, deren [/-Struktur durch eine komplexe Struktur auf TX © 
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repräsentiert wird, ist X zusammen mit der [/-Struktur, die durch die komplexe Struktur 
TX © © Iq repäsentiert wird. Zwei U -Mannigfaltigkeit heißen isomorph, falls das Dif- 
ferential eines Diffeomorphismus die [/-Struktur respektiert. Disjunkte Vereinigung und 
direktes Produkt zweier [/-Mannigfaltigkeiten sind wieder [/-Mannigfaltigkeiten. (Beim 
direkten Produkt zweier Mannigfaltigkeiten mit Rand sind die „Ecken zu glätten". Dies 
ist bis auf [/-Isomorphie eindeutig möglich.) 

Ein komplexes Vektorbündel E über einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X n besitzt 
die totale Chernklasse c(E) = 1 + d + c 2 + ■ ■ ■ + qaj E H*(X, Z), q e H 2i (X, Z). Wegen 
der Multiplikativität der Chernklasse (d.h. c(E@F) = c(E) -c(F)) hängt die Chernklasse 
einer komplexen Struktur auf dem stabilen Tangentialbündel nur von der stabilen Aqui- 
valenzklasse $ ab, d.h. die Chernklasse c(X) = c(TX © e^) einer [/-Mannigfaltigkeit ist 
wohldefiniert. Eine [/-Struktur auf X definiert eine Orientierung für X. Wir können da- 
her für eine [/-Mannigfaltigkeit X n kanonisch einen Erzeuger [X n ] von H n (X n ,Z) = Z 
(Fundamentalzyklus der Mannigfaltigkeit) auszeichnen. Sei I = (i\, . . . ,i n ), J^v ■ i u = n 
eine Partition von n. Die Chernzahl c/[X 2n ] einer 2n-dimensionalen [/-Mannigfaltigkeit 
X 2n ist dann durch c/[X 2n ] = (<%(X) • c 2 2 (X) • . . . • c%(X))[X 2n ] definiert. 

Zwei n-dimensionale [/-Mannigfaltigkeiten X n und X' n heißen kobordant, falls es eine 
(n + l)-dimensionale [/-Mannigfaltigkeit Y n+ i gibt mit dY n+1 = X n — X' n . Dies ist eine 
Äquivalenzrelation und sie ist mit der disj unkten Vereingung und dem direkten Produkt 
verträglich. Die Äquivalenzklassen bilden einen graduiert kommutativen Ring . (Addi- 
tion = disjunkte Vereingung, Multiplikation = Produkt.) 

Uber die Struktur von informiert 

Satz 1.1.1 (Milnor): Sei M 2 , M 4 , M 6 , . . . eine Folge von U -Mannigfaltigkeiten mit 

IM \ — \ ^ a ^ s n ^ keine Primzahlpotenz ist, 
2n) \±p f a U s n + l eine Potenz der Primzahl p ist, 

wobei die Milnorzahl s(M 2n ) für eine 2n-dimensionale U -Mannigfaltigkeit der Wert des 
Geschlechtes ist, das zur charakteristischen Potenzreihe Q(x) = 1 + x n gehört (siehe 
Abschnitt 2.1). Dann gilt fi^ = Z[M 2 , M 4 , M 6 , . . .]. Die Gruppen sind insbesondere 
torsionsfrei. 

Korollar: fi^ © Q = Q[M 2 , M 4 , M 6 , . . .], falls s(M 2n ) ^ 0. 

Eine solche Folge M 2n von Mannigfaltigkeiten mit s(M 2n ) ^ wird als Basisfolge für 
^ ® Q bezeichnet. 

Beispiel: © Q = Q[CPi, CP 2 , CP 3 , . . .], da s(CP n ) = (1 + g n ) n+1 [CP n ] = n+ 1 ^ 0, 
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falls g der Erzeuger von H 2 (CP n , Z) ist, der poincare-dual zu einem Hyperebenenschnitt 
mit der durch die komplexe Struktur induzierten Orientierung ist. 

Analog zu [/-Mannigfaltigkeiten können ^[/-Mannigfaltigkeiten definiert werden: Eine 
(S'CZ-Struktur auf X ist eine Homotopieklasse von Liftungen der klassifizierenden Abbil- 
dung X — > BO bezüglich der Faserung BSU — > BO. Jede S'CZ-Struktur auf X induziert 
eine [/-Struktur. Eine [/-Mannigfaltigkeit läßt genau dann eine (nicht notwendig ein- 
deutige) SV-Struktur zu, die die gegebene [/-Struktur induziert, falls C\{X) = 0. Als 
Strukturresultat für den zugehörigen Kobordismusring hat man 

Satz 1.1.2: Es gilt Qf u <g> Q = Q[M 4 , M 6 , M 8 , . . .], falls M 2n für n > 2 eine Folge von 
SU -Mannigfaltigkeiten mit s(M 2n ) ^ ist. 

Korollar: Sind Chernzahlen c\ (I = (ii, . . . , i n ), v • iv — n) vorgegeben, so existiert ge- 
nau dann ein [X] e Qf u <S> Q mit diesen Chernzahlen, wenn alle Chernzahlen mit c\ als 
Faktor verschwinden. 

Beweis: Die Notwendigkeit ist klar, die Umkehrung folgt aus Dimensionsgründen. ■ 

Die Torsion von fi„ ist komplizierter zu beschreiben und zu berechnen. Sie ist genau 
dann von Null verschieden, falls n von der Gestalt n = 8k + 1 oder n = 8k + 2 ist. Auch 
die Struktur des freien Anteils von Qf u ist wesentlich komplizierter als die von . 

Kommen wir nun zur Definition von iV-Mannigfaltigkeiten und iV-Strukturen. Dabei sei 
iV stets eine feste natürliche Zahl größer oder gleich 2. 

Definition 1.1.3: Sei B ein endlicher zusammenhängender CPU-Komplex und £ ein U (n)- 
Prinzipalbündel über B, sei P das assoziierte S^-Prinzipalbündel, das zur Darstellung 
A n : U(n) — > [/(l) = S 1 gehört. Eine iV-Struktur auf £ ist ein Paar (Q, n), bestehend aus 

(1) einem S^-Prinzipalbündel Q über B; und 

(2) einer Abbildung n : Q — > P, so daß das folgende Diagramm kommutativ ist: 

QxS 1 — > Q 

PxS 1 — ► P 

Hierbei ist \ N die Abbildung von S* 1 nach S 1 , die \ E S 1 auf \ N abbildet, und die 
horizontalen Pfeile sind die natürlichen Rechtsoperationen von S 1 auf P und Q. Eine iV- 
Struktur auf einem komplexen Vektorbündel ist eine iV-Struktur auf einem zugehörigen 
U (n)-Prinzipalbündel. 

Die Abbildung 7r : Q — ■> P ist eine iV-blättrige Uberlagerung. Sind K und L die zu P und 
Q assozierten Geradenbündel, so ist K die N-te Tensorpotenz von L. 



8 



Eine zweite iV-Struktur (Q',ir') auf £ heißt äquivalent zu (Q,n), falls es einen S* 1 - 
Prinzipalbündelisomorphismus / : Q' — > Q gibt, so daß n o f = n' gilt. 

Beachte: Es kann vorkommen, daß zwei iV-Strukturen (Q, 7r) und (Q', 7r') auf £ nicht äqui- 
valent sind, obwohl die S' 1 -Bündel Q und Q' isomorph sind (d.h. gleiche erste Chernklasse 
besitzen). 

Sei : B — > BU(n) die bis auf Homotopie wohlbestimmte klassifizierende Abbildung 
des ?7(n)-bündels £. Die Determinantenabbildung £/(n) — > S* 1 induziert eine Abbildung 
det : BU(n) — » -BS* 1 der klassifizierenden Räume; die zur Bildung der iV-ten Tensorpo- 
tenz eines komplexen Linienbündels gehörende Abbildung \ N : S* 1 — > S* 1 induziert eine 
Faserung /x^ : ES* 1 — > -BS* 1 mit Faserhomotopietyp K(Z/NZ, 1) (lange exakte Homoto- 
piesequenzen zu Ajv, Hn und ES 1 — > ßS* 1 betrachten). Der Homotopietyp der betrachteten 
Räume und die Homotopieklasse der Abbildungen det und fiN sind dabei eindeutig festge- 
legt. Äquivalenzklassen von iV-Strukturen entsprechen dann Faserhomotopieklassen von 
Liftungen der Abbildung det o : B — > ßS* 1 bezüglich der Faserung fi N : BS 1 — > .BS' 1 . 

Die Kohomologiesequenz zur Koeffizientensequenz — >Z— — >Z/NZ — >0 liefert die 
natürliche Transformation c\ : H 2 ( . , Z) — > iJ 2 ( . , Z/iVZ), welche von einer ebenfalls 
mit ci bezeichneten Abbildung Ä"(2, Z) — > K(2,Z/NZ) der klassifizierenden Räume 
der Kohomologiefunktoren induziert ist. Wir können die Homotopieklasse dieser Abbil- 
dung mit dem Element 01(7) G H 2 (BS 1 ,Z/NZ), der modulo-iV-Reduktion der ersten 
Chernklasse des universellen ^-Bündels 7 über .BS 1 ~ K(2,Z), identifizieren. Die Fa- 
serung /xjv : -BS 1 — ► BS 1 ist dann die mit c\ zurückgeholte (Faserprodukt) Wegeraum- 
faserung p N : PK(Z/NZ,2) -> K(Z/NZ,2) mit Faserhomotopietyp QK(Z/NZ,2) ~ 
K(Z/NZ, 1). Holt man die Faserung /x^ mit det weiter nach BU(n) zurück, erhält man 
eine Faserung (/2jv)n : BU(n) — > BU(n): 

BU(n) — ► ßS 1 — ► PK(Z/NZ,2) 



/ \ det 7-) ol 



PN 



BU(n) ^ BS 1 K(Z/NZ,2) ■ 

<t> 

B 

Äquivalenzklassen von iV-Strukturen auf £ entsprechen den Faserhomotopieklassen von 
Liftungen ip von bezüglich dieser Faserung. 

Hindernistheorie (vgl. [43], Kap. 8) besagt, daß : B — > BU(n) genau dann eine Lif- 
tung besitzt, falls ci o det o nullhomotop ist, d.h. die Reduktion modulo N der ersten 
Chernklasse von £ verschwindet. In diesem Fall können die Differenzen von Faser ho mo- 
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topieklassen von Liftungen $ : B — > BU{n) von <f> eineindeutig mit den Elementen von 
^(BjZ/iVZ) identifiziert werden. 

Ist das [/(n)-Bündel £ durch Ubergangsfunktionen : C/j n C/j — > £/(n) gegeben, 
wobei W = {[/}j e j eine £ trivialisierende Uberdeckung von B ist, so hat man die 
folgende Beschreibung von Aquivalenzklassen von iV-Strukturen. Sei {gij} der durch 
9ij{%) — det /jj (x) , x e C/j n Uj definierte W-Kozyklus des zu £ gehörenden Determi- 
nantenbündels. Die Ubergangsfunktionen h^j : £/, fl Uj — > S* 1 einer iV-ten Wurzel des 
Determinatenbündels genügen den Gleichungen hfj = g^, sind also für feste i und j schon 
bis auf eine N-te Einheitswurzel eindeutig bestimmt. Sind zwei feste N-te Wurzeln mit 
Übergangsfunktionen {h 1 ^} und {h'lj} gegeben, so ist {h'^/h'-j} ein 1-Kozykel mit Wer- 
ten in den iV-ten Einheitswurzeln, repräsentiert daher ein Element von H 1 (B,Z/NZ). 
Man sieht so auch sofort, daß jedes Element von H 1 ^, Z/NZ) als Differenz von iV-ten 
Wurzeln auftritt. 

Lemma 1.1.4: Seien E und E zwei komplexe Vektorbündel über einem endlichen CW- 
Komplex B. Dann bestimmt die Wahl einer N-Struktur auf zweien der drei Bündel E, E 
und E © E eindeutig eine N-Struktur auf dem dritten. 

Beweis: Man versehe die Bündel E und E mit einer Hermiteschen Metrik, so daß man 
die zugehörigen U (n)-Prinzipalbündel betrachten kann. 

Für die erste Chernklasse gilt ci(E © E) — ci(E) + C\(E). Lassen daher zwei der Vek- 
torbündel eine iV-Struktur zu, so auch das dritte. 

Seien {g^} bzw. {g^} Kozykel, die die Determinantenbündel von E bzw. E repräsen- 
tieren. Wegen det(E © E) — det(E') ® det(E') repräsentiert {g^ ■ g^} das Determinan- 
tenbündel von E © E. Sind {h^}, {h'lj} bzw. {/^}, {h'lj} Kozykel mit h'^ = h'l" = g^, 
Kj = = 9iji die zwei N-te Wurzeln von det E bzw. det E repräsentieren, so repräsen- 
tieren {h'ij ■ h'^} und {h'lj ■ h'lj} zwei N-te Wurzeln von det(E © E). Aus der Beziehung 

hij h-ij _ hij ' ^ij 

hl ' W ~ h"- ■ h'f. 

zwischen den 1-Kozykeln {h^/h 1 ^}, {h'^/h'lj} und {h'^ ■ h'^Kh'lj ■ h'lj)} mit Werten in den 
TV-ten Einheitswuzeln ergibt sich die Behauptung. ■ 

Ein die [/-Struktur $ einer [/-Mannigfaltigkeit X n repräsentierendes U(n + /c)-Prinzipal- 
bündel läßt genau dann eine iV-Struktur zu, falls c\{X n ) durch N teilbar ist. Wir machen 
daher folgende 
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Definition 1.1.5: Eine iV-Mannigfaltigkeit ist eine [/-Mannigfaltigkeit, deren erste 
Chernklasse durch N teilbar ist. 

Eine ^-Struktur auf einer iV-Mannigfaltigkeit ist eine Äquivalenzklasse von ^-Struk- 
turen auf einem Prinzipalbündel, das zu einem stabilen Tangentialbündel gehört, das die 
[/-Struktur repräsentiert. Wenn die iV-Mannigfaltigkeit nicht zusammenhängend ist, ist 
dabei auf jeder Komponente eine iV-Struktur zu wählen. 

Die Definition ist unabhängig von dem die [/-Struktur $ repräsentierenden Prinzi- 
palbündel (vgl. [33], S. 207). 

Ist eine iV-Mannigfaltigkeit einfach zusammenhängend, so ist die iV-Struktur eindeutig 
bestimmt. 

Lemma 1.1.6: Das kartesische Produkt zweier N -Mannigfaltigkeiten mit N-Struktur 
ist kanonisch eine N -Mannigfaltigkeit mit N-Struktur. Eine N-Struktur auf einer N- 
Mannigfaltigkeit X mit Rand dX induziert kanonisch eine N-Struktur auf der N- 
Mannigfaltigkeit dX. 

Beweis: Für die zugrunde liegenden [/-Strukturen vgl. [12]. Wir betrachten hier nur noch 
die zusätzliche iV-Struktur. 

Das Tangentialbündel des kartesischen Produktes X xY zweier stabil fastkomplexer Man- 
nigfaltigkeiten X, Y ist vermöge eines kanonisch gewählten Isomorphismus stabil isomorph 
zu 7r^(TX©e^) ©7Ty(TF©e^). Hierbei sind n x und ir Y die Projektionen von X x Y auf 
die Faktoren. Holt man die iV-Strukturen mit 7ix und iiy von X und Y auf das Produkt 
zurück, so erhält man mit Lemma 1.1.4 eine eindeutige iV-Struktur auf X x Y. 

Das Tangentialbündel von dX ist mittels eines kanonisch gewählten Isomorphismus sta- 
bil isomorph zu TX © | dX. Die Einschränkung (Q | dX, n | dX) des die iV-Struktur 
definierenden S^-Prinzipalbündels Q und der Projektionsabbildung 7r definiert damit eine 
iV-Struktur auf dX. ■ 

Zwei iV-Mannigfaltigkeiten X und Y mit iV-Struktur heißen differenzierbar äquivalent, 
falls ein [/-Diffeomorphismus / : X — > Y existiert, so daß die mit / nach X zurückgeholte 
iV-Struktur von Y die von X ist. 

Sei I = [0, 1] mit der [/-Struktur versehen, daß für jede geschlossene [/-Mannigfaltigkeit 
X, die auf der Komponente X x {0} von d(X x I) induzierte [/-Struktur die von X ist. Die 
iV-Mannigfaltigkeit / besitzt dann eine eindeutige iV-Struktur für obige [/-Struktur. Für 
eine geschlosse iV-Mannigfaltigkeit X mit iV-Struktur bezeichnen wir mit —X die auf die 
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Komponente X x {1} von d(X x I) induzierte A^-Struktur (zur induzierten [/-Struktur). 

Definition 1.1.7: Zwei geschlossene n-dimensionale iV-Mannigfaltigkeiten X n und Y n 
mit A^-Struktur heißen iV-kobordant, falls es eine (n+l)-dimensionale iV-Mannigfal- 
tigkeit W n+ i mit A^-Struktur gibt, so daß dW n+ i = X n Ü — Y n gilt (im Sinne von N- 
Mannigfaltigkeiten mit A^-Strukturen). A^-Kobordanz ist eine Aquivalenzrelation, die 
Menge der Aquivalenzklassen von n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten sei mit fi^ ,Ar be- 
zeichnet. Da die Aquivalenzrelation mit der disjunkten Vereinigung, der Bildung des Nega- 
tiven und der Produktbildung verträglich ist, erhält Vt^ N = 0^L o f^ ,iV die Struktur eines 
graduiert kommutativen Ringes, welchen wir als den A^-Kobordismusring bezeichnen. 

A"-kobordante Mannigfaltigkeiten sind auch [7-kobordant, da ein A^-Kobordismus auch ein 
£7-Kobordismus ist. Damit hängen Chernzahlen einer A^-Mannigfaltigkeit nur von der N- 
Kobordismusklasse ab. Sie sind offensichtlich unabhängig von der gewählten A^-Struktur. 
Das „Vergessen" der A^-Struktur definiert einen natürlichen Ringhomomorphismus 



der weder injektiv noch surjektiv ist. Im nächsten Abschnitt werden wir sehen, daß zu- 
mindest <S> Q ein Isomorphismus ist. 

Die Konstruktion von £l^' N ist durch die analoge Definitonen von Spin-Mannigfaltigkeiten 
und Spin-Strukturen motiviert worden. Eine [/-Mannigfaltigkeit ist genau dann eine Spin- 
Mannigfaltigkeit, wenn sie eine 2- Mannigfaltigkeit ist, da die Stiefel- Whitney Klasse W2 
die modulo- 2- Reduktion der Chernklasse C\ ist. Die Kobordismustheorie Ql' N ist äquiva- 
lent zum komplex-spin Kobordismusring Ql~ s , wie er in [45] definiert wird. 

1.2 Berechnung von Q^ ,N <S> Q mit Pontrjagin-Thom Theorem 

Wir berechnen Q^' N <S> Q mit Hilfe des Pontrjagin-Thom Theorems. Dazu zeigen wir, 
wie sich die A"-Kobordismustheorie in die in [44] definierten (B, /)-Kobordismustheorien 
einordnet. 

Die im letzten Abschnitt betrachteten Faserungen (/J/v)n : BU(n) — > BU(n) sind durch 
die Faserung ß N : BU — > BU über dem stabilen klassifizierenden Raum induziert: 



BU(n) 

(Aiv)r, 



BU(n) 



BU(n + l) 

|(Ä*Jv)n4 

BU(n + l) 



BU — ► 


BS 1 






BU ^ 


BS 1 
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Setzen wir B 2n = B 2n +i '■= BU(n) so, kommittiert das Diagramm 



D 92n -=id D 92n + l - = k„ „ 

-D2n > &2n+l > &2n+2 



/2n 



/2n+ 



BO(2n) ^ BO(2n+l) ^ ßO(2n + 2) 



/2n + 2 



Dabei sei j k : BO(k) — > BO{k + 1) die natürliche Abbildung, die zum Addieren ei- 
nes trivialen reellen Geradenbündels gehört, und die Faserung f k sei definiert durch 
fin ■= K o (fi N ) n , / 2n +i := J2n ° /2n, falls /i n : BU (n) -> BO(2n) die natürliche Ab- 
bildung ist, die zum „Vergessen" der komplexen Struktur gehört. 

In [44], Kap. II wird zu einer Familie von Faserungen f k : B k — > BO(k), für die (1.1) 
kommutativ ist, die Kobordismustheorie f2*(.B, /) definiert. Es gilt nun 

Satz 1.2.1: Die Kobordismusgruppen £l n (B, f), die zu der oben definierten Familie von 
Faserungen f k : B k — > BO(k) gehören, entsprechen den Kobordismusgruppen Q^' N . 

Beweis: (Skizze) a) iV-Mannigfaltigkeiten X mit iV-Struktur entsprechen eineindeutig 
stabilen Äquivalenzklassen von Homotopiepieklassen von Liftungen zu /; : B\ — > BO(l) 
der klassifizierenden Abbildung des Normalenbündels von X n : 

Eine iV-Struktur auf dem stabilem Tangentialbündel induziert eine iV-Struktur auf dem 
stabilen Normalenbündel v: Bette X differenzierbar in den R 2s ein, s groß. Dann ist 

Versehe das Tangentialbündel des R 2s mit der kanonischen U- und iV-Struktur und 
schränke diese dann auf X n ein. Das Normalenbündel v kann dann mit einer [/-Struktur 
versehen werden (s. [12], S. 21), und mit Lemma 1.1.4 erhält man die iV-Struktur. Der Zu- 
sammenhang zwischen [/-Strukturen und Liftungen ist klar, den Zusammenhang zwischen 
iV-Strukturen und Liftungen haben wir im letzten Abschnitt diskutiert. 

b) Die in [44] definierte Menge von Äquivalenzklassen Q n (B,f) entspricht den Äquiva- 
lenzklassen fln' N ■ ■ 

Man kann auf Q*(B,f) auch eine Ringstruktur definieren, die dann mit der von fl^ ,N 
übereinstimmt. Wir werden dies aber nicht weiter ausführen, da wir uns nur für Q^' N <8> Q 
interessieren. 

Satz 1.2.2: Für die Dimension des rationalen N-Kobordismusringes gilt 

dim Q~' N <8> Q = J^ 72 /^' falls n gerade ^ ]j aoe i bezeichnet p(k) die Anzahl der 

^ ' 10, ialls n ungerade 

Partitionen von k. 
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Beweis: Die Kobordismusgruppen ü^' N 0Q sind nach Satz 1.2.1 vom Typ Q n (B, /) wie in 
[44], Kap. II definiert. Wir können daher das verallgemeinerte Pontrjagin-Thom-Theorem 
(s. [44], S. 18) anwenden: 

Hierbei ist TBU k der Thom-Raum des mit f k = (jk-i )h[ k /2] ° (Aw)[fc/2] : BU{[^\) — > 
BO(k) nach SC/([|]) zurückgeholten universellen Vektorbündels ^ k über BO(k). (Der 
Thom-Raum eines mit einer euklidischen Metrik versehenen Vektorbündels E besteht aus 
allen Vektoren v G E mit \v\ < 1, wobei die Vektoren der Länge 1 zu einem Punkt 
oo zusammengeschlagen sind. Er kann auch als die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von E 
angesehen werden.) 

Da der Raum TBU k (k — l)-fach zusammenhängend ist, ist der mit Q tensorierte 
Hurewicz-Homomorphismus ir n+k (TBU k , oo) <8> Q — > H n+k (TBU k , oo, Z) ® Q nach ei- 
nem Theorem von Serre (vgl. [35], S. ) für n + k < 2k — 1, also fc > n + 1 ein 
Isomorphismus. Der Thom-Isomorphismus (fk(lk) ist orientiert, da f k von einem kom- 
plexen Vektorbündel induziert) besagt H n+k (TBU k , oo, Z) = # n (M/([§]), Z). Nun gilt 
H n (BU ([%]), Q) = f/" n (.B[/([§]), Q), wie man mit Hilfe der Leray- Spektralsequenz für die 
Faserung {ß N )[k/2] ■ BU([§]) -> £^([|D sieht, da die Faser ein K(Z/NZ,1) ist und 
H*(K(Z/NZ, 1), Q) = Q. 

Insgesamt ergibt sich somit für k > n + 1 

7r n+k (TBÜ k , oo) ® Q H n+k (TBU k , oo, Z) ® Q = # n (M/([§]), Q) = #„(£?[/([§]), Q). 

Für 2[|] > n ist -£P(.B?7([|]), Q) ein rationaler Vektorraum der Dimension £>([§]), falls 
n gerade und der Dimension 0, falls n ungerade. Nach dem universellen Koefnzienten- 
theorem hat dann H n (BU([^\), Q) die gleiche Dimension, und es folgt die Behauptung. 

■ 

Eine unmittelbare Folgerung ist 

Satz 1.2.3: Die Abbildung g^ <g> Q : Q^' N <8> Q — > <g> Q ist ein Ringisomorphismus. 

Beweis: Nach Satz 1.2.2 und Satz 1.1.1 stimmen die Dimensionen von £l^' N <g> Q und 
® Q überein. 

Sei X4, Xq, X$, . . . eine Basisfolge für Q'^ u <g> Q und sei X2 eine Riemannsche Fläche 
vom Geschlecht g = N + 1, also Ci(X 2 ) = -2JV • h, h[X 2 ] = 1, und s(X 2 ) ^ 0. Dann 
ist nach Satz 1.1.1 und 1.1.2 X 2 , X4, X 6 , . . . eine Basisfolge für 0% <g> Q, die aus lauter 
iV-Mannigfaltigkeiten besteht, d.h. g^ ® Q ist surjektiv und damit bijektiv. ■ 
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Die rationale iV-Kobordismusklasse einer iV-Mannigfaltigkeit X mit iV-Struktur ist so- 
mit unabhängig von der gewählten iV-Struktur und schon durch die Chernzahlen von X 
bestimmt. Umgekehrt kann jede Kombination von Chernzahlen durch ein Element von 
&*' N ® Q realisiert werden. 

Im nächsten Abschnitt werden wir den Typ einer S^-Operation auf einer iV-Mannigfal- 
tigkeit X definieren. Es wird sich zeigen, daß dieser Typ unabhängig von der gewählten 
iV-Struktur ist, falls nicht alle Chernzahlen von X verschwinden. Wir hätten alternativ 
&% ,N ® Q einfach als den von [/-Mannigfaltigkeiten X mit N | C\(X) erzeugten Ring 
definieren können, wobei zwei Mannigfaltigkeiten kobordant sein sollen, falls ihre Chern- 
zahlen übereinstimmen. Der folgende Teil der Diplomarbeit ist also unabhängig von den 
Betrachtungen in den Abschnitten 1.1 und 1.2. 

1.3 Äquivariante Kobordismustheorie und getwistet projektive 
Bündel: die Ideale , /f '*, Jf von Ü^ N <g> Q und /f 7 , /f 7 '*, 
J? u von n%u (g, q 

Obwohl, wie im letzten Abschnitt gezeigt, der Kobordismusring Q^' N <8> Q isomorph 
zu <S> Q ist, kann man interessante von N abhängige Ideale definieren. Jede U- 
Mannigfaltigkeit ist in Q% © Q zu einer Mannigfaltigkeit mit effektiver S^-Operation 
kobordant, da die komplex projektiven Räume solche zulassen und ü% Q erzeugen. 
Bei iV-Mannigfaltigkeiten ist dies anders, so muß für 2-Mannigfaltigkeiten mit effekti- 
ver S^-Operation das A-Geschlecht verschwinden [2]. Wir definieren daher Ideale I? in 
QU' N ®Q„ die von zusammenhängenden iV-Mannigfaltigkeiten mit effektiver ^-Operation 
erzeugt werden. Die Definition des Typs einer S^-Operation auf einer iV-Mannigfaltigkeit 
als Element von Z/NZ wird zu den Idealen mit t € Z/NZ führen. Komplexe pro- 
jektive Bündel mit komplexer Faserdimension n sind nur für die N, die Teiler von n + 1 
sind, iV-Mannigfaltigkeiten. Wir werden daher allgemeiner das Ideal betrachten, das 
von getwrasiei-projektiven Bündeln, die zugleich iV-Mannigfaltigkeiten sind, erzeugt wird. 
Analoge Definitionen sind für SV-Mannigfaltigkeiten möglich. 

Sei X n eine zusammenhängende iV-Mannigfaltigkeit mit fest gewählter iV-Struktur. Sei 
a : S 1 x X — > X eine differenzierbare S^-Operation, die die [/-Struktur respektiert, 
d.h. die induzierte Abbildung Ta : S 1 x TX © 4 -> TX © 4, Ta(X) = Da(X) © id auf 
dem stabilen Tangentialbündel kommutiert für alle A G S 1 mit einer die stabil fastkom- 
plexe Struktur definierenden Abbildung J : TX © — >• TX © e^. 

Wir wollen den Typ t der S^-Operation a als Element von Z/NZ definieren. Sei K das 
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komplexe Determinantenbündel des stabilen Tangentialbündels und L die festgewählte N- 
Struktur, d.h. ein komplexes Linienbündel mit L N = K. Betrachte die zu K und L gehöri- 
gen S^-Prinzipalbündel P und Q. Auf Q operiert Z/NZ C S 1 , und der Quotient kann nach 
Definition der iV-Struktur mit P identifiziert werden. Es bezeichne 7r : Q — > P diese N- 



blättrige Überlagerung. 3 

Da die S 1 auf X vermöge [/-Diffeomorphismen operiert, induziert sie eine Bündelabbil- 
dung S l x P — > P, (A,p) i— > det(Ta(A))p. Betrachte für einen beliebigen Punkt p E P 
den geschlossenen Weg 7 : S* 1 = R/Z — > P, A 1— > det(Ta(A))p, die Bahn von p unter 
der S^-Operation. Für jedes q G Q mit n(q) = p gibt es genau einen gelifteten Weg 
7' : [0, 1] — > Q mit 7r o 7' = 7 und 7'(0) = q. Da ir o 7'(0) = n o 7'(1) = p, gibt es ein 
wohldefiniertes Element t e Z/NZ C S 1 mit fV(0) = V(l). Dieses Element t G Z/NZ ist 
offenbar eine lokalkonstante Funktion von q G Q und, da X als zusammenhängend voraus- 
gesetzt ist, also auch das S^-Prinzipalbündel Q zusammenhängend ist, somit unabhängig 
vom gewählten Bezugspunkt q. Damit ist die nachfolgende Definition sinnvoll: 

Definition 1.3.1: Der Typ einer S^-Operation a : S 1 x X — > X auf einer zusam- 
menhängenden iV-Mannigfaltigkeit X mit festgewählter iV-Struktur ist das oben defi- 
nierte Element t G Z/NZ. 

Der Typ t einer ^-Operation auf einer iV-Mannigfaltigkeit hängt im allgemeinen von der 
gewählten iV-Struktur ab. 

Beispiel: Die S 1 mit ihren N verschiedenen iV-Strukturen besitzt in Abhängigkeit der 
gewählten iV-Struktur S^-Operationen beliebigen Typs. 

Es wird sich zeigen, daß dies nicht der Fall ist, falls die S^-Operation Fixpunkte besitzt. 

Wir identifizieren im folgenden die S 1 mit den komplexen Zahlen A = e 2mw , w G R/Z, 
vom Betrag 1. Die Fixpunktmenge X sl einer S^-Operation a auf einer kompakten dif- 
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit X n ist eine disj unkte Vereinigung von kompakten dif- 
ferenzierbaren Untermannigfaltigkeiten verschiedener Dimensionen. Sei Y C X sl eine 
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Fixpunktkomponente mit Normalenbündel v und sei p G Y. Respektiert a eine stabil 
fastkomplexe Struktur, so wird der komplexe l :— (n + k)/2 dimensionale Vektorraum 
T P X © (crJp = T p Y © u p © (e^) p zu einem komplexen S^-Modul, der sich eindeutig in 
Summanden E % , % G Z, zerlegt, wobei ein Element A G S* 1 auf duch Multiplikation 
mit A l operiert. Bezüglich einer Basis von Eigenvektoren operiert A G S 1 auf dem stabilen 
Tangentialraum vermöge einer Diagonalmatrix diag(A mi , A m2 , . . . , \ mi ). Dabei sind die als 
Drehzahlen bezeichneten mi, m2, . . ., m\ ganze Zahlen, und die Anzahl der Drehzahlen 
m v mit m v = i ist die komplexe Dimension von E l . Die Zerlegung von T p X © (e^) p läßt 
sich zu einer Zerlegung von TX©e^ |y in Eigenraumbündel E l fortsetzen. Die Drehzahlen 
mi, m 2 , . . ., mi hängen somit (bis auf die Reihenfolge) nur von der Fixpunktkomponente 
Y ab. Das Eigenraumbündel E° ist gerade das stabile Tangentialbündel TY © von Y, 
insbesondere ist Y also selbst wieder stabil fastkomplex. 

Satz 1.3.2: Sei X n eine zusammenhängende N -Mannigfaltigkeit mit S 1 -Operation a. 
Falls [X n ] 7^ in fl^' N © Q, d.h. nicht alle Chernzahlen verschwinden, ist der Typ der 
S 1 -Operation unabhängig von der gewählten N-Struktur. Er ist gerade die Restklasse 
modulo N der Summe der Drehzahlen einer beliebigen Fixpunktkomponente. 

Beweis: Die Fixpunktmenge X 51 ist nicht leer, da sonst alle Chernzahlen verschwinden 
würden (vgl. [25], S. 15). 

Für einen festen Punkt p G X sl operiert die Kreislinie auf dem stabilen Tangential- 
raum T P X © (e^Jp vermöge der Diagonalmatrix diag(A mi , A m2 , . . . , \ m ), wobei die m v 
die Drehzahlen sind. Auf dem Vektorraum K p = det(TX © e^) p , der Faser des Deter- 
minantenbündels K im Punkt p, operiert A G S 1 dann vermöge der Multiplikation mit 
det(diag(A m \A m2 ,...,A m; )) = A mi+m2+ - +m <. Sei P das ^-Prinzipalbündel zum Deter- 
minantenbündel K. Unabhängig von der gewählten iV-Struktur (Q, ir) ist die die TV- 
Struktur definierende iV-fache Uberlagerung 7T : Q — > P über dem Punkt p E X isomorph 
zur iV-fachen Überlagerung Ajv : S 1 — > S 1 , p i— > p N . Die Bahn eines Punktes z G P p 
unter der ^-Operation ist der Weg 7 : [0, 1] -> P p , w i-> e ^i(m 1 +m 2 +-+m l )w . z _ g r lif- 
tet zu einem Weg 7' : [0, 1] -> Q p , w i-> e 2 ™^ mi + m2+ - +mi ) u ' • z', wobei z' G Q p ein 
beliebiger Punkt mit tt(^) = z ist. Also gilt V(l) = e 27r ^ (mi+m2+ - +m;) 7'(0), d.h. der 
Typ der S^-Operation a ist nach Definition t = m 1 + m 2 + • • • + m\ (mod N). 
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Unter den Voraussetzungen des Satzes ist der Typ t daher einerseits unabhängig von 
der gewählten iV-Struktur, andererseits hängt die Restklasse modulo N der Summe der 
Drehzahlen nicht von der gewählten Fixpunktkomponente ab. 

Ist a : S 1 x X — > X, (\,x) i— > a(X)x eine S^-Operation vom Typ t, so ist für k G Z 
die S^-Operation a k : S* 1 x X — > X, (A, x) h- > a(A fe )x vom Typ fei. Läßt daher eine zu- 
sammenhängende iV-Mannigfaltigkeit eine effektive ^-Operation vom Typ t zu, so läßt 
sie auch eine vom Typ s für alle s in der von t erzeugten zyklischen Untergruppe (t) 
von Z/iVZ zu, insbesondere also eine nichttriviale ^-Operation vom Typ 0. Ist a ei- 
ne ^-Operation vom Typ t auf X und ß eine ^-Operation vom Typ s auf F, so ist 
a x /3 : S* 1 x X x F — > X x F, (A, x,y) i-> (a(A)x, ß(X)y) eine S^-Operation vom Typ 
t + s. 

Man könnte nun versuchen, die unbeschränkten Bordismusgruppen Q^i^S 1 ) von S 1 - 
Operationen auf iV-Mannigfaltigkeiten zu untersuchen (d.h. die Objekte sind iV-Mannig- 
faltigkeiten mit einer die [/-Struktur respektierenden ^-Operation, deren Isotropiegrup- 
pen beliebige Untergruppen der S 1 sein dürfen (vgl. [6, 11]). Es besteht die Zerlegung 

t&Z/NZ 

bzgl. des Typs der ^-Operation. Aufgrund obiger Bemerkungen ist f2^' 7V '*(5 1 ) eine 
N x Z/NZ bigraduierte Algebra über fl^' N (bzgl. des ersten Grades (reelle Dimension) 
graduiert kommutativ und bzgl. zweiten Grades (Typ der ^-Operation) kommutativ). In 
dieser Allgemeinheit werden wir die Kobordismusgruppen nicht weiter untersuchen (auch 
nicht über Q), sondern uns in der Diplomarbeit dem folgenden Problem zuwenden: Sei 
e t : f2^' 7V '*(S' 1 ) — > £1% ,N , [X,a] h- > [X] die Augmentation (Vergessen der S^-Operation), ein 
Jl^ ,Ar -Modulhomomorphismus. Die Einschränkung von e t ®Q auf cff r2^' 7V '*(S' 1 )(8>Q, den ra- 
tionalen Kobordismusgruppen von iV-Mannigfaltigkeiten mit effektiver S^-Operation vom 
Typ t, liefert die Ideale := Bild(e t ® Q | es^N^^^) von Ü^' N <g> Q. Die Berech- 
nung dieser Ideale wird der Gegenstand der weiteren Betrachtungen sein. Wir verwenden 
im folgenden aber die einfachere 

Definition 1.3.3: Bezeichne mit 1^ das Ideal in £l^' N <8> Q, das von zusammenhängen- 
den iV-Mannigfaltigkeiten X mit effektiver S^-Operation erzeugt wird. Bezeichne mit I^'*, 
t G Z/NZ, das Ideal in <g> Q, das von zusammenhängenden iV-Mannigfaltigkeiten 
mit effektiver ^-Operation vom Typ t erzeugt wird. 
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Ist [X] 7^ in QU' N © Q, so ist wegen Satz 1.3.2 der Typ unabhängig von der gewähl- 
ten iV-Struktur. Daher muß man bei der Untersuchung von 1^ und I^' 1 auf X keine 
bestimmte iV-Struktur festlegen. 

Nicht jede iV-Mannigfaltigkeit X mit [X] e 1^(1^*) läßt eine effektive S^-Operation 
(vom Typ t) zu, sondern dies bedeutet nur, daß man eine iV-Mannigfaltigkeit Y (evtl. aus 
mehreren Komponenten bestehend) mit effektiver S^-Operation (vom Typ t) finden kann, 
so daß [mX] = [Y] für eine natürliche Zahl m gilt. 

Es ist 1^ = denn läßt X eine effektive ^-Operation a vom Typ t zu, so ist a N ei- 
ne effektive ^-Operation vom Typ 0. Die umgekehrte Inklusion gilt nach Definition. Da 
7^'* = j^ v,ggT (*' Ar ) ( V gi. Bemerkung weiter oben), werden wir im folgenden nur die Ideale 
I? '* für echte Teiler von N betrachten. Für * | s gilt I? -* C I?> a C I?>° = /f. 

Außer iV-Mannigfaltigkeiten mit 5' 1 -Operationen werden wir komplex projektive Bündel 
untersuchen. Für kobordimustheoretische Betrachtungen ist die Klasse der projektiven 
Bündel für uns allerdings etwas zu klein, so daß wir die allgemeinere Klasse von getwistet- 
projektiven Bündeln betrachten werden. 

Seien E und F komplexe Vektorbündel vom Rang p und q über einer [/-Mannigfaltigkeit 
B. Die [/-Struktur von B und die komplexe Struktur von E © F liefern die [/-Struktur 
a*(E(B F)@a*TB auf EQ)F-^B, sowie — nach Wahl einer Hermiteschen Metrik — auf 
dem Scheibenbündel D{E@F) und dem Sphärenbündel S(E®F) = dD(E@F). Betrach- 
te auf E®F die ^-Operation a : S 1 x E® F E ® F, a(X, (p,e p , f p )) = (p, \e p , \~ l f p ). 
Diese -"--Operation ist eingeschränkt auf S(E © F) frei und respektiert die [/-Struktur. 
Der Quotient S(E © F)/a ist als differenzierbare Mannigfaltigkeit das komplex projek- 
tive Bündel CP(E © F), wobei F das zu F konjugierte komplexe Bündel sei. Uber dem 
komplex projektiven Bündel C~P(E © F) haben wir die folgende Sequenz komplexer Vek- 
torbündel : 



n*(E®F) 



Q 



(1.2) 



CP(£©F) 

I 

B 



* (j E@F 



Dabei sind S das tautologische Linienbündel und Q das Quotientenbündel. Das Bündel 
CP A (£©F) entlang der Fasern zu C~P(E®~F)^B ist isomorph Q © S* . Aufgrund (1.2) 
folgt CP A (E © F) © = Q © S* © S © S* S* © n*E © S* © n*F. 
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Definition 1.3.4: Das getwistet-projektive Bündel CP(F © F) zu zwei komplexen Vek- 
torbündeln E und F über einer [/-Mannigfaltigkeit B ist als differenzierbare Mannigfal- 
tigkeit das Bündel CP(F © F), versehen mit der stabil fast komplexen Struktur 

(1.3) TCP(F © F) := S* © vr*F © S* © tt*F © n*TB. 

Die durch die „getwistet" stabil fastkomplexe Struktur induzierte Orientierung von 
CP(E © F) ist (— l) q mal die gewöhnliche Orientierung von CP(E © F). Den getwistet- 
projektiven Raum CP(C P , C q ) für die Vektorbündel E = C p , F = C q über einem 
Punkt bezeichnen wir mit CP Pjq . Auf CP p , q operiert die Untergruppe U(p) x U(q) C 
U(p + q) vermöge [/-Diffeomorphismen. Reduziert man die Strukturgruppe des Vek- 
torbündels E © F über B zu U(p) x U(q), so ist CP(F © F) gerade das [/-Faserbündel 
B ><u(p)xu(q) CP Pi9 . 

Der Kohomologiering von CP(E © F) ist der von CP(E © F): 

(1.4) H*(CP(E © F), Z) #*(£, Z)[t}/(t p+q + Cl (F © F)^" 1 + • • • + c p+q {E © F)), 

wobei t = c±(S*) die erste Chernklasse des dualen Bündels des tautologischen Linien- 
bündels S ist. Für die erste Chernklasse von CP(F © F) erhält man aufgrund von (1.3) 
und (1.4) 

(1.5) Cl (CP(F©F)) = Cl (F) + Cl (F) + Cl (F) + (rgF-rgF)t. 

Die [/-Mannigfaltigkeit CP(F © F) ist also genau dann eine TV-Mannigfaltigkeit, wenn 
TV | a(B) + ci(F) + ci(F) und rgF = rg(F) (mod TV) gilt. 

Das durch a gegebene ^-Bündel S(E®F) über CP (F©F) hat die erste Chernklasse —t. 
Ist / eine dieses S^-Prinzipalbündel klassifizierende Abbildung, so definiert [CP(F©F), /] 
ein Element in f2^(CPoo). Die Bordismusgruppe ^(CPqo) ist als -Modul isomorph zu 
^ + i(Frei), der Bordismusgruppe von LZ-Mannigfaltigkeit mit freier die [/-Struktur respek- 
tierenden S^-Operationen. Die stabil fastkomplexe Struktur auf CP (F©F) wurde gera- 
de so gewählt, daß [CP(F © F), /] unter obigem Isomorphismus der S^-Mannigfaltigkeit 
[S(E@F),a] entspricht (vgl. [19], § 3). 

Definition 1.3.5: Bezeichne mit das Ideal von f2^ ,Ar ©Q, das von getwistet-projektiven 
Bündeln CP(F © F) erzeugt wird, bei denen der Totalraum und damit die Faser TV- 
Mannigfaltigkeiten sind. 

Bemerkung: Wir hätten auch das Ideal betrachten können, das von getwistet- 
projektiven Bündeln erzeugt wird, bei denen nur die Faser eine TV-Mannigfaltigkeit ist. In 
Kapitel 2 wird = Kenp N und C C Kenp N gezeigt, so daß = folgt. 
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Für ^^Mannigfaltigkeiten kann man zu 1.3.3 und 1.3.5 analoge Definitionen treffen. 

Eine SCZ-Mannigfaltigkeit X ist eine iV-Mannigfaltigkeit für alle N. Gilt [X] ^ in 
Qf u © Q, so ist der Typ t G Z/NZ einer S^-Operation auf einer zusammenhängenden 
Mannigfaltigkeit X — aufgefaßt als ^-Mannigfaltigkeit — nach Satz 1.3.2 die Restklasse 
modulo N der Summe der Drehzahlen einer Fixpunktkomponente. Da N beliebig gewählt 
werden kann, ist die Summe der Drehzahlen für alle Fixpunktkomponenten die gleiche. 
Diese ganze Zahl t sei der Typ der S^-Operation auf einer ^[/-Mannigfaltigkeit X, mit 
[X] ^ in Sl? u <g> Q. Analog zu Def. 1.3.3 seien die Ideale I^ u und I^ u '\ t e Z definiert. 
Es gelten die Beziehungen I^ u,t C I^ u,s für t \ s, s ^ 0, (S^-Operation a durch a s ^ erset- 
zen) sowie lf u,t C lf v ' , t G Z. Die Inklusion ff 7 C Zf* 7 ' ist im Gegensatz zu der analogen 
bei X-Mannigfaltigkeiten nicht ohne weiteres ersichtlich. 

Das Ideal J^ u von Qf u © Q sei von getwistet-projektiven Bündeln CP(E © F) erzeugt, 
bei denen Totalraum und Faser StZ-Mannigfaltigkeiten sind. Für J^ u gilt eine zu 
analoge Bemerkung. Wegen Lemma 1.4.8 aus dem nächsten Abschnitt haben wir bei der 
Definition von J^ u nicht gefordert, daß auch die Basis eine SV-Mannigfaltigkeit sein muß. 

Da die rationale SV-(iV-)Kobordismusklasse einer SV-(iV-)Mannigfaltigkeit durch ihre 
Chernzahlen bestimmt ist, können wir Vif- 1 © Q als Unterring von £l^' N © Q auffassen. In 
^H' N © Q gelten dann die Inklusionen (/f 7 ) c /f , (1^) C /f '* mod w und (jf 7 ) C Jf. 

Einen ersten Zusammenhang zwischen getwistet-projektiven Bündeln und S^-Operationen 
liefert 

Satz 1.3.6: Sei E ein komplexes Vektorbündel über einer U -Mannigfaltigkeit B, das 
als direkten Summanden ein Geradenbündel abspaltet, sei F ein beliebiges komple- 
xes Vektorbündel über B. Falls das getwistet projektive Bündel CP(E © F) eine N- 
Mannigfaltigkeit bzw. SU -Mannigfaltigkeit ist, läßt es S 1 -Operationen von beliebigem 
Typ t zu. 

Beweis: Die Vektorbündel E und F mögen den Rang p und q besitzen, wobei E = L@K 
mit einem Geradenbündel L. Betrachte die S^-Operation ip auf dem Sphärenbündel 
S(E © F): 

tP:S 1 xS(L®K®F)^S(L®K®F). (/i, (p, l p , k p , f p )) h-> (p, // ■ l p , k p , f p ) 

Sie kommutiert mit der S^-Operation a : S 1 x S(L © K © F) -> S(L © K © F), 
(A, (p,lp,k p , f p )) i— > (p, A • / p , A • k p ,\~ l ■ f p ), definiert daher eine S^-Operation ■?/> auf 
CP(E © F), die die stabil fastkomplexe Struktur TCP(E © F) = tt*L © 5* © tt*X © 
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S* © n*F © S* © 7T*Tß respektiert. Die ^-Operation ip besitzt die Fixpunktmengen 
CP(K © F) und CP(L) = B mit den komplexen Normalenbündeln n*L © 5* |g^ (ftrffiF) 
und tt*K © 5* © 7r*F © 5* Igp^- Die jeweiligen Drehzahlen lauten (betrachte eine Fa- 
ser CP Pi9 ) t für den CP(K © F) sowie (p - 1) mal (-t) und q mal t für den CP(L). Ist 
CP(-E©F) eine A^-Mannigfaltigkeit bzw. S'CZ-Mannigfaltigkeit, so gilt nach (1.5) AT | p— g 
bzw. p = q. Für den Typ der ^-Operation ip erhält man also t = (p — 1) • (— t) + q ■ t 
(mod p — q) bzw. £ = (p — 1) ■ (— t) + q ■ t, falls p = q. ■ 

In Kapitel 2 werden wir die in diesem Abschnitt definierten Ideale als Ideale in den komple- 
xen Kobordismusringen f2^ ,Ar ©C und £lf u © C auffassen, ohne dies in den Bezeichnungen 
besonders zu vermerken. 



1.4 Konstruktion einer speziellen Basisfolge 

In diesem Abschnitt wird eine spezielle Basisfolge W 1: W 2: W 3 , ... von © Q kon- 
struiert. Dabei sind W 2 , W 3 , W 4 , . . . SL^-Mannigfaltigkeiten, und es liegen W 3 und W 4 
in I? u (und damit in /f ) und W 5 , W 6 , . . . in , Jf^* (und damit in /f 7 , Jf , /f 
Außerdem betrachten wir noch die A^-Mannigfaltigkeiten CPat„i und CPjy+i,i- 

Vorbemerkung: Ab diesem Abschnitt (bis auf den Beweis von Lemma 1.4.4) bedeutet der 
Index n bei einer N- (U-, SU- ) Mannigfaltigkeit X n die komplexe Dimension der Mannig- 
faltigkeit (falls es eine wäre), also die halbe reelle Dimension. Da wir nur die rationalen 
Kobordismusringe betrachten (Q^' N © Q, © Q und Qf u © Q), und diese von reell 
gerade dimensionalen Mannigfaltigkeiten erzeugt werden, kann ohne Einschränkung die 
komplexe Dimension als ganz vorausgesetzt werden. 

Wir stellen zu Beginn einige Ergebnisse zusammen, die wir in diesem Abschnitt dann 
ohne weitere Erwähnung verwenden werden. 

Der n-dimensionale komplex projektive Raum CP„ besitzt den Kohomologiering 
#*(CP„,Z) = Z[g]/(g n+1 ). Hierbei sei der Erzeuger g e # 2 (CP„,Z) = Z stets die 
Poincare-duale Kohomologieklasse eines Hyperebenenschnittes, der durch die komplexe 
Struktur ebenso wie der CP n selbst kanonisch orientiert ist. Ist H eine glatte Hyperfläche 

vom Grad d im CP„, z.B. H = {(z : . . . : z n ) \ z^ + h z% — 0}, so hat das komplexe 

Normalenbündel v von H im CP n die Chernklasse c(u) = l + d-i*(g), wobei % : H — > CP n 

1 Genauer müßte es heißen: Die rationale Kobordismusklasse [Wj] von Wi liegt in den 
jeweiligen Idealen. 
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die Inklusionsabbildung bezeichne. Die totale Chernklasse von H lautet daher 

c(H)=e((l + gr +1 .(l + dg)- 1 ). 

Ist u G H 2n " 2 (CP n , Z) eine Kohomologieklasse vom Grad 2n - 2, so gilt (vgl. [22], S. 37 
f-) 

i*(u)[H] = ■ u[CP n ] =d-g- u[CP n ]. 

Die Milnorzahlen von 1- bis 4-dimensionalen [/-Mannigfaltigkeiten sind die folgenden 
Linearkombinationen von Chernzahlen (vgl. [35], S. 188 f.): 

s(Xi) = ci, s(X 2 ) =c\- 2c 2 , s(X 3 ) =c\- 3c!C 2 + 3c 3 , 

s(X 4 ) — c\ — Acjc 2 + 2c\ + 4cic 3 - 4c 4 . 

Das x y -Geschlecht einer [/-Mannigfaltigkeit ist ein Polynom in y mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten, da der [Z-Kobordismusring über Z von algebraischen Mannigfaltigkeiten erzeugt 
wird (vgl. [24]). Für 2- bis 4-dimensionale [/-Mannigfaltigkeiten gelten die folgenden For- 
meln: 

Xy(X 2 ) = l(l + y ) 2 c? + l(l-10y + y 2 )c 2 
Xy(X 3 ) = ^(1 + y-y 2 -y 3 )c lC2 + ^(y 2 -y)c 3 , 

Xy(X 4 ) = -^(l +y ) 4 C 4 + ^(l + ^ c 2 C2 + ^ ( l_ 56y _ll % 2_ 5% 3 + y 4 )ciC3 

+ 2iÖ (1 + V)A(?2 ~ 7^Ö (1 + 124_ 47V + 12%3 + ^ 

Die Signatur erhält man aus dem x y - Geschlecht für y = 1, das A-Geschlecht von SU- 
Mannigfaltigkeiten für y = 0. 

Definiere die [/-Mannigfaltigkeit W\ als den CPi. Für die totale Chernklasse von W\ gilt 
Ci(Wi) = (1 + gf = 1 + 2g, falls g der Erzeuger von H*(W 1: Z) ist. 

Wir halten fest: 

Lemma 1.4.1: Die Chernzahlen der U -Mannigfaltigkeit W\ lauten 

Ci\Wi]=2. 

Die Milnorzahl von W 1 ist s(Wi) = 2. 

Die [/-Kobordismusklasse von W\ ist bis auf ein Vorzeichen dadurch ausgezeichnet, daß 
[Wi] einer der beiden Erzeuger des Z-Moduls Vt^ = Z ist. 
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Eine glatte Hyperfläche vom Grad 4 im CP 3 — eine sogenannte i^3-Fläche — sei die 
Basismannigfaltigkeit W 2 . Die totale Chernklasse von W 2 ist 

c(W 2 ) = + #/(l + 4g)) = f (1 + Qg 2 ), 

wobei i die Inklusionsabbildung von W 2 nach CP 3 ist und g der Erzeuger von if*(CP 3 , Z). 
Damit erhalten wir 

Lemma 1.4.2: Die Chernzahlen der SU-Mannigfaltigkeit W 2 lauten 

c j[W 2 } = 0, c 2 [W 2 ]=24. 
Die Milnorzahl von W 2 ist s(W 2 ) = -48. 

Die S'fJ-Kobordismusklasse [W 2 ] ist als einer der beiden Erzeuger von £lf u = Z ausge- 
zeichnet: Für die Signatur von [X 2 \ G Qf u gilt sign(X 2 ) = -§c 2 [X 2 ]. Da die Signatur 
einer 4-dimensionalen Spin-Mannigfaltigkeit nach dem Satz von Rohlin (vgl. [1]) durch 16 
teilbar ist, und eine ^tZ-Mannigfaltigkeit eine Spin-Mannigfaltigkeit ist, folgt 24 | c 2 [X 2 ]. 

Die Basismannigfaltigkeit W 3 sei der homogene Raum G 2 /SU(3) = S 6 . Er läßt eine ho- 
mogen fastkomplexe Struktur auf dem Tangentialbündel zu (s. [5] Teil I, S. 500). Da 
G 2 eine Liegruppe vom Rang 2 ist, läßt W 3 auch effektive ^-Operationen zu. Wegen 
H 2 (S 6 ,Z) = H 4 (S 6 ,Z) = ist c 3 die einzige nichtverschwindende Chernklasse von W 3 
bzgl. dieser fastkomplexen Struktur. Die höchste Chernklasse einer fastkomplexen Struk- 
tur auf dem Tangentialbündel einer Mannigfaltigkeit ist aber gerade die Eulerklasse. Es 
gilt daher 

Lemma 1.4.3: Die Chernzahlen von W 3 lauten 

C?[W 3 ]=0, Cl c 2 [W 3 } = 0, c 3 [^ 3 ] = 2. 

Die Milnorzahl von W 3 ist s(W 3 ) = 6. Die SU -Mannigfaltigkeit W 3 ist in (und damit 
in 1^) enthalten. 

Auch [W 3 ] G £Iq U ist wieder bis auf das Vorzeichen ausgezeichnet, denn Üq U = Z, und 
aus [X 3 ] G üf u folgt Xy (X 3 ) = =^c 3 [X 3 ], d.h. 2 | c 3 [X 3 }. 

Lemma 1.4.4: Es existiert ein Element [W 4 ] G fif 7 ® Q mit den folgenden Eigenschaf- 
ten: Die Chernzahlen von [W 4 ] lauten 

4[W 4 ] = 0, c{c 2 [W 4 ] = 0, c 2 2 [W 4 ] = 2, Cl c 3 {W 4 } = 0, c 4 [W 4 ] = 6. 

Die Milnorzahl von [W 4 ] ist s(W 4 ) = -20, und [W 4 ] ist in lf u (und damit in I?) enthal- 
ten. 
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Obwohl nicht sicher ist, daß es eine Mannigfaltigkeit W4 mit den verlangten Eigenschaf- 
ten gibt (es gibt Probleme mit der 2- Torsion, s. Beweis), werden wir „so tun als ob", da 
in unseren Betrachtungen nur die rationale Kobordismusklasse eine Rolle spielt. Die Nor- 
mierung der Chernzahlen wurde gerade so gewählt, daß jedes Element [X 4 ] G ^ u mit 
[Xt] G I^ u sicher ein ganzzahliges Vielfaches von [W 4 ] ist: Nach Satz 2.4.7 verschwindet 
das A-Geschlecht von X 4 , woraus c 4 = ?>c\ und damit sign(X 4 ) = (? 2 für die Signatur folgt. 
Nach [11], S. 70 (19.5) ist die Signatur einer komplex 4-dimensionalen ^[/-Mannigfaltigkeit 
gerade. Mit einem HZ gilt also c\ = 2k, c 4 = 6k, d.h. [X 4 ] = k ■ [W4]. Es gibt auch 
SV-Mannigfaltigkeiten mit den Chernzahlen von [W4], z.B. die Quadrik im CP5 mit ei- 
ner geeigneten stabil fastkomplexen Struktur, nur ist nicht klar, ob eine diese Struktur 
respektierende S^-Operation existiert. 

Beweis von Lemma 1.4.4: Wir werden W 4 mit Hilfe äquivarianter Kobordismustheorie 
konstruieren, wozu wir die folgenden geometrischen Überlegungen benötigen: 

Sei X eine [/-Mannigfaltigkeit mit semifreier die [/-Struktur respektierender S^-Operation. 
Seien Fj die Fixpunktkomponenten und v(Fj) = v1j@vj die zugehörigen Normalenbündel, 
wobei A G S 1 C C* auf den komplexen Bündeln Vj~ und vj durch Multiplikation mit A 
bzw. A _1 operiere. Die S 1 operiert dann auf dem mit der induzierten [/-Struktur versehe- 
nen Scheibenbündel D{v~!j @vj) und frei auf dem Sphärenbündel S(vf Q)v~). Der Quotient 
S(v~j~ © vj)/S l ist das getwistet projektive Bündel CP(f J + © vj) (s. Abschnitt 1.3), das 
zusammen mit der klassifizierenden Abbildung fj des S^-Bündels S(v^ (Bvj) das Element 
[CP(t)+ © vj),fj\ in fif(CPoo) ergibt. Da \JjS(vf © vj) von einer [/-Mannigfaltigkeit 
mit freier S^Operation berandet wird, nämlich dem Komplement der Scheibenbündel 
Uj D(vj~ © vj) in X, gilt wegen des Isomorphismuses f2^ +1 (Frei) = Q% (CPoo) die Bezie- 
hung 

(1.6) E[CPK + © vT), fj] = in njf (CP»). 

3 

Gibt man sich umgekehrt [/-Mannigfaltigkeiten Fj und komplexe Vektorbündel Vj~, vj 
vor, so ist (1.6) hinreichend dafür, daß sich die Vereinigung der Scheibenbündel D(v^®vj) 
zu einer geschlossenen [/-Mannigfaltigkeit X vervollständigen läßt, die eine mit der U- 
Struktur kompatible semifreie S^-Operation mit Fixpunktkomponenten Fj und vorgege- 
bener Operation in den Normalenbündeln besitzt. Auf diese Weise werden wir nun die 
Basismannigfaltigkeit W4 konstruieren. 

Dazu wählen wir als 4-dimensionale Fixpunktkomponente Fi den CP2 mit dem Nor- 
malenbündel v(Fj) — Vi © v~ = Li © L 2 , wobei Li und L 2 komplexe Geradenbündel 
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mit den Chernklassen ci(Li) = —g und C\{L 2 ) = —2g seien und g der Erzeuger von 
//*(CP 2 ,Z) ist. Weiterhin verwenden wir 3mal eine O-dimensionale Fixpunktkomponen- 
te F 2 mit Normalenbündel v 2 = v 2 © v 2 , wobei v 2 = v 2 = C 2 . Wegen (1.5) sind die 
getwistet projektiven Bündel CP(t>+ ©t> 7 ), j — 1, 2 SCZ-Mannigfaltigkeiten, so daß die 
Summe 

(1.7) [CP(Li © L 2 ), A] + 3 • [CP(C 2 © C 2 ), / 2 ] 

ein Element von fif^CPoo) definiert (auf jeder Komponente dabei eine S'CZ-Struktur 
wählen). 

Ein Element [X,f] © 1 e r2f c/ (CP 00 ) © Q ist genau dann Null, wenn die verallgemei- 
nerten Chernzahlen c 3 [X], c 2 <i[X] und d 3 [X] verschwinden, wobei d = f*(g) ein nach 
H 2 (X,Z) zurückgeholter Erzeuger von iJ*(CPoo,Z) = Z[g] und c 2 , c 3 die Chernklassen 
der ^-Mannigfaltigkeit X seien (vgl. [12], S. 25). In diesem Falle ist [X, /] e fif(CPoo) 
ein Torsionselement, d.h. es existiert ein n G N, so daß n • [X,f] = 0. Schaut man sich 
die Atiyah-Hirzebruch Spektralsequenz zu üf c/ (CP 00 ) an, sieht man, daß nur 2- Torsion 
vorkommen kann. 

Berechnen wir nun die verallgemeinerten Chernzahlen von (1.7): 

Man hat #*(CP(Li © L 2 ),Z) = Z[g,t]/ (g 3 ,t 2 + c x {L x © T 2 )t + c 2 {L x © I 7 )) für die 
Kohomologie von CP(Li © L 2 ), also t 2 = + 2g)t - (-g)(2g) = -gt + 2g 2 . Da- 

mit folgt für die Chernklasse c(CP(Li © L 2 )) = (1 + gf(l - g + t)(l - 2g - t) = 
(1 + 3g + 3g 2 )(l -3g) = 1 - 6g 2 . Da /i : CP(Li © L 2 ) -> CPoo das Sphärenbündel 
klassifiziert, gilt d = /*(<?) = —t. Somit ergibt sich für die verallgemeinerten Chernzahlen 
(beachte [CP(Li © L 2 )\ = (-1) • [CP(Li0l^]): 

(1.8) c 3 [CP(L! © L 2 )\ = 0, C2d[CP(Li © L 2 )] = -6, d 3 [CP(L! © L 2 )] = 3. 

Für den CP(C 2 ©C 2 ) = CP 2 , 2 gilt #*(CP 2 , 2 , Z) = Z[t]/(t 4 ), c(CP 2 , 2 ) = (l+t) 2 (l-t) 2 = 
1 — 2t 2 , d = f 2 (g) = —t und [CP 2j2 ] = [CP 3 ]. Die verallgemeinerten Chernzahlen lauten 
also 

(1.9) c 3 [CP 2 , 2 ] = 0, c 2 rf[CP 2>2 ] = 2, rf 3 [CP 2 , 2 ] = -1. 

Aus (1.8) und (1.9) folgt das Verschwinden der verallgmeinerten Chernzahlen von (1.7). 
Es gibt also eine singuläre SV-Mannigfaltigkeit g : X 7 — > CP^ mit Rand, so daß 

d(X 7 , g)=n- ((CP(L! © L 2 ), /i) U 3 • (CP(C 2 © C 2 ), f 2 )). 

Der Isomorphismus O : f2^(CPoo) — > f2^ +1 (Frei) ist durch die folgende Konstruktion gege- 
ben: Man ordnet einer singulären Mannigfaltigkeit / : X — > CP^ das durch / induzierte 
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S 1 -Prinzipalbündel P-^X zu, wobei P mit der der [/-Struktur 

(1.10) TP = 7T*TX © 7T*7 

versehen wird. Hierbei ist 7 das zu P assoziierte Geradenbündel, so daß 71*7 ein trivia- 
les Bündel ist. Mit Hilfe dieser Konstruktion erhält man zu [-^7,(7] eine 8-dimensionale 
[/-Mannigfaltigkeit X 8 mit freier S^-Operation und dem Rand 

dX 8 = n ■ (S(Li © L 2 ) U 3 • S(C 2 © C 2 )). 

Da wegen (1.10) ci(X 8 ) = n*ci(X 7 ) = ist, läßt X 8 ebenso wie die Scheibenbündel 
D(L 1 © L 2 ) und D(C 2 © C 2 ) eine ^[/-Struktur zu. Diese stimmen auf dem Rand dX 8 
überein: Das Hindernis gegen eine Liftung einer Abbildung / : X — > BU bezüglich 
der Faserung BSU — > BU ist die zurückgeholte erste Chernklasse f*Ci, und die 
Menge der Faserhomotopieklassen von Liftungen wird durch die Menge [X, QBS 1 ] = 
H l (X,Z) beschrieben. Nun ist H 1 (dX 8 ,Z) = 0, da die Komponenten von dX$ aus S 3 - 
bzw. S^-Bündeln mit einfach zusammenhängender Basis bestehen. Die Mannigfaltigkeit- 
en n ■ (D(Li © L 2 ) U 3 • D{C 2 © C 2 )) und X 8 lassen sich also entlang des Randes zu einer 
geschlossenen ^[/-Mannigfaltigkeit W' A = n ■ (D(Li © L 2 ) U 3 • D(C 2 © C 2 )) U ÖXs (-X s ) 
mit effektiver die [/-Struktur respektierender semifreier S^-Operation zusammenkleben. 
Der Typ t dieser ^-Operation ist als Summe der Drehzahlen einer Fixpunktkomponente 
t = 2 - 2 = 1 - 1 = 0. Wir setzen [W 4 ] = \[W A }. 

Es bleiben noch die Chernzahlen von [W4] zu berechnen. 2 Die Involution T G S* 1 hat wie 
die S^-Operation auf als Fixpunktkomponenten n Kopien von CP 2 und 3n isolier- 
te Fixpunkte. Aufgrund der Starrheit der Signatur bei «S^-Operation und nach [20] gilt 
sig^W^) = sign(T, W±) = sign^^oW^). Für die Signatur des Selbstschnittes IVfoWf 
der Fixpunktmenge liefern nur die CP 2 einen Beitrag. Er ist gerade die Eulerzahl 
des Normalenbündels: sign(Vl^ T o W'^) = n • e(L x © L 2 )[CP 2 ] = 2n ■ g 2 [CP 2 ] = 2n. Nach 
Satz 2.4.7 ist A(W' A ) = 0. Da c 2 , und c 4 die einzigen von Null verschiedenen Chernzah- 
len sind, gilt sign(W 4 ) = ^(14c 4 + 3c 2 .) = 2, Ä(W A ) = -^^(-804, + 24c 2 ,) = und somit 
4[W 4 ] = 2, c 4 [W 4 ] = 6 sowie s(W 4 ) = -20 für die Milnorzahl. ■ 

Die weiteren Basismannigfaltigkeiten W 5 , W 6 , . . . werden getwistet-projektive Bündel sein. 
Dazu benötigen wir zwei Lemmata über die Milnorzahlen von solchen Bündeln über einer 
2- oder 3-dimensionalen komplexen Basis. 

2 Die Chernzahlen lassen sich auch direkt aus der Gleichung [W 4 ] = [CP((eQ Li) L 2 )] 
+3 • [CP(C 3 C 2 )] in £1% <g> Q berechnen. 
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Lemma 1.4.5: Sei B eine 2-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, seien E und F 
komplexe Vektorbündel über B mit igE = p > 1, rgF = q > 1 und V := E © F. Dann 
gilt für die Milnorzahl der U -Mannigfaltigkeit CP(E © F), falls ihre Dimension p + q + 1 
ungerade ist, 

s p+q+1 (CP(E © F)) = (-l) q ((p - q)(cl(V) - c 2 (V)) -(p + q + l) Cl (V)( Cl (E) + Cl (F)) 

+ { P + l + l ) { °' {E) - °' {F) - 2 ° 2{E) + 2c ^ F )))^- 

Beweis: Nach Definition von CP(E © F) gilt 

TCP(E © F) © = S* © n*E © S* © n*F © n*TB. 

Dabei sind ir die Projektion von QP(E © F) auf die Basis und S das tautologische 
Linienbündel (vgl. Def. 1.3.4). Falls c{E) = nf=i(l + x t ), c{F) = n*=i(l + Vj) und 
c{TB) = nLi(! + v k ) die Zerle gungen der Chernklassen in formale Wurzeln sind, und 
t = ci(S*) gesetzt wird, erhält man für die totale Chernklasse von CP(EQ)F) das Element 

c(CP(E®F)) = f[(l + t + x i )-f[(l-t + y j )-f[(l+v k ) 

i=l j=l k=l 

in H*(CP{E © F), Z) = H*{B, Z)[t]/{V+* + ci(F)^- 1 + • • • + c p+q (V)) (siehe (1.4)). 
Für die Milnorzahl ergibt sich 

(W& 1 (CP(E(BF))= f E(x, + + - P+9+1 + E ^r ?+1 ) [CP(£©F)]. 

\i=l J=l fc=l / 

Da dimc(-B) = 2, ist Ck(V) = für k > 3, und man erhält die Relationen 

(1.12) t p+9 = -c 1 {V)t p+q - 1 -c 2 {V)t p+q - 2 
sowie 

(1.13) = (c?(V) - PaOO)^" 1 . 
Nach der binomischen Formel gilt 

(1.14) f> + *) p+<?+1 = 



p-t*> + « +1 + (p+q+l)c 1 (E)t*> + « + ( P + l +1 ) {c\{E)-2c 2 {E))t^-\ 



2 
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mit (1.12) und (1.13) 

= p(c?(\/)-c 2 (\/))^- 1 -(p+g+l)c 1 ( J E)c 1 (\/)^- 1 + + \ + ^ {cl{E)-2c 2 {E)y+«-\ 
Analog ergibt sich wegen p + q + 1 ungerade 
(1.15) t(Vi-t) P+q+1 = 

3=1 

-g(c?(V)-c 2 (\/))^- 1 -(p+g+l)c 1 (F)c 1 (\/)^- 1 - ( P + * + ^ (c?(F)-2c 2 (F))^- 1 . 



Weiter gilt ELi = 0, da p, g > 1. Für a G H*(B) gilt tf*«" 1 • a[CP(£ © F)} = 

(-l) q n*(t p+q - 1 ■ n*(a))[B] = {-l) q a[B}. Wenden wir dies auf (1.11) an, erhält man mit 
(1.14) und (1.15) 



s p+q+1 (CP(E © F)) = (-iy((p - q){c\{V) - c 2 (V)) -(p + q + l) Cl {V)( Cl (E) + Cl (F)) 

+ ( P + l +1 ) (cl(E) - cj(F) - 2c 2 (E) + 2c 2 (F)))[£]. 



Lemma 1.4.6: Sei B eine 3-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, seien E und F 
komplexe Vektorbündel über B mit rgE = p > 1, rgF = q > 1 und V := E © F. Dann 
gilt für die Milnorzahl der U -Mannigfaltigkeit CP(E © F), falls ihre Dimension p + q + 2 
gerade ist, 

s(CP(E © F)) = (-l) q ((p + q)(-c 3 (V) + 2 Cl (V)c 2 (V) - <»(V))+ 

(p + q + 2) Cl (V)(cl(V) - c 2 (V)) +( P + l + ^diV^-cKV) + 2c 2 (V)) + 

( P + l + 2 ) ( C K V ) - Zd{V)c 2 {V) + 3c 3 (V)))[B]. 

Beweis: Der Beweis verläuft analog zum Beweis von Lemma 1.4.5. Mit den Bezeichnun- 
gen wie dort hat man für die Milnorzahl die Beziehung 



3 

k=i 



s(cp(e © f)) = j>, + ty +q+2 + Y.lto - t) p+q+2 + E v l +q+2 ] l Cp ( E © n 

\i=l j=l 

/p+q \ 

= (Jl^ + tr^ 2 ) [CP(E(BF)]. 



29 



Hierbei sei n?=i(l + z %) = c {E)c(F) = c(V). Unter Verwendung der Abkürzungen 
Ci = Ci(V), i = 1, 2, 3 gelten die Relationen 

(1.16) t p+q = -c 1 t p+q - 1 - c 2 t p+q - 2 - c 3 t p+q ~ 3 , 

(1.17) t p+q+1 = -c 1 (-c 1 t p+q - 1 - c 2 t p+q - 2 - c 3 t p+q ~ 3 ) - c 2 t p+q - 1 - c 3 t p+q ~ 2 

= (cl - cjt^- 1 + ( Cl c 2 - c 3 )t p+q ~ 2 , 

(1.18) t P+q+2 = - Cl ( C 2_ C2 )tP+9-l + ( ClC2 _ C3 )tP+9-2 

= (-c? + 2c lC2 - cs)*^" 1 . 

Mit (1.16), (1.17) und (1.18) ergibt sich 

+ t) P+q+2 = Y,tl(t p+q+2 + ( p+q 1 +2 )z i t p + q+1 + ( p+ « +2 )^ t P+5 + (p+«+ 2 )^*p+«-i) 
= (p + g)t p+9+2 + (p + g + 2)c 1 ^ +9+1 + 

+ ( P+ f 2 ) (c? - 2c 2 )^ + ( p+q 3 +2 ) (c? - 3c lC2 + Zc^- 1 
= (P + q)(~C3 + 2c lC2 - c\)t p+q ~ l + (p + q + 2) Cl (c 2 - c^- 1 + 

+ (T)( C ? " 2c 2 )(-c 1 )t^- 1 + ( p+ 3 9+2 )( c ? " 3c i c 2 + Sca)^ 1 . 

Es folgt die Behauptung wie bei Lemma 1.4.5. ■ 

Definition: a) Sei v das komplexe Normalenbündel der Hyperfläche W 2 vom Grad 4 im 
CP 3 . Für n > 2 setze F := © • • • © £c ©e^ © v 2 und F := e£ 



c 



1 m ,,-1 



n-i mal n-2 mal 

Die Basismannigfaltigkeit W 2n+ i sei dann das getwistet-projektive Bündel CP(F ©F). 

b) Sei K das komplexe Determinantenbündel über dem CP3. Für n > 2 setze 
F := Cc © . . . © e l c ®K und F := e l c © . . . © ©F~ 2 . Die Basismannigfaltigkeit W 2n+2 

N ^ / N ^ / 

n-i mal n-i mal 

sei dann das getwistet-projektive Bündel CP(F © F). 

Lemma 1.4.7: Die oben definierten U -Mannigfaltigkeiten W§, Wq, W7, . . . haben die fol- 
genden von Null verschiedenen Milnorzahlen: 

s(W 2n+l ) = {-l) n -128n(2n+l), 

s(W 2n+2 ) = (-l) n • 192 (n- l)(2n- 3)(2n + 3) ^ für n > 2. 

Sie sind getwistet-projektive Bündel, bei denen sowohl Faser als auch Totalraum SU- 
Mannigfaltigkeiten sind, d.h. sie liegen in J^ u (und damit in J^). Sie lassen S 1 - 
Operationen von beliebigem Typ t G Z zu, d.h. sie liegen in Zf 17 '*, t G Z beliebig (und 
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damit in Jf u , und 1^ ). Die keinen Faktor c\ enthaltenden Chernzahlen von W 5 sind: 



c 2 c 3 [W 5 ] 



256, c 5 [W 5 ] = 0, 



sowie von W 6 : 



^[W 6 ] = 192, c 2 c 4 [W 6 } = 192, c 2 3 [W 6 ] = 192, c 6 [W 6 ] = 0. 



Beweis: Zu a) Die Mannigfaltigkeiten W 2n +i, n > 2: Die Chernklasse des Normalen- 
bündels v der Hyperfläche W 2 im CP 3 ist c(u) = + 4g), wobei wieder i die Inklu- 
sionsabbildung von W 2 nach CP 3 und g der Erzeuger von if*(CP 3 ,Z) seien. Für die 
Chernklassen der Bündel E und F vom Rang n sowie für V = E © F gilt daher 



c(£) = + 8g), c(F) = i*(l-8g + 16g 2 ), c(V) =i*(l + 16g + 80«? 2 ). 



Nach (1.5) ist Cl (W 2n+1 ) = Cl (W 2 ) + Cl (E) + Cl {F) + (rgE - rgF) • t = 0, d.h. W 2n+1 ist 
eine SCZ-Mannigfaltigkeit. Die Faser des Bündels W 2n +i ist der CP nj „, also ebenfalls ei- 
ne S [/-Mannigfaltigkeit. Nach Satz 1.3.6 läßt W 2n+1 Operationen der S 1 von beliebigem 
Typ zu, liegt also in den angegeben Idealen. 
Die totale Chernklasse von W§ ist nach (1.3) 



(1 + 0(1 + t + 8 • f G?))(l - t - 4 • ^)) 2 • f ((1 + #/(l + %)). 

Unter Berücksichtigung der Relation t 4 = -ci(V)t 3 - c 2 {V)t 2 = -16i*(g)t 3 - 80i*(g 2 )t 2 
(siehe (1.4)) ergeben sich die angegebenen Chernzahlen. 



Zu b) Die Mannigfaltigkeiten W 2n+2 , n > 2: Die Chernklasse des Determinantenbündels 
K über CP 3 ist c(K) = l + 4g, wobei g der Erzeuger von if*(CP 3 , Z) sei. Für die Chern- 
klassen der Bündel E und F vom Rang n sowie für V = E © F gilt daher 



Lemma 1.4.5 liefert für die Milnorzahlen 



s{W 2n+1 ) = (-1) 



n 




(2 • 16)i*(g 2 )[W 2 ] = 128 • n{2n + 1) 



c(E) = 1 + 4(7, c(F) = l-8g, c(V) = 1 + 12g + 32g 2 . 



Lemma 1.4.6 liefert für die Milnorzahlen 



s(W 2n+2 ) 



(-l) n (2n(2 Cl c 2 - c\) + (2ra + 2)(c? - c lC2 ) + 



( 2n + 2 ) (2c lC2 - c\) + ( 2n + 2 ) (c? - 3c lC2 ))[CP 3 ] 
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= (-l)"(4c/) 3 (2n(12 - 27) + (2n + 2)(27 - 6) + 



(2n + 2)(2n + 1)(12 - 27)/2 + (2ra + 2)(2ra + l)n(27 - 18)/3)[CP 3 ] 

= (-l) n 192(n- l)(2ra-3)(2n + 3). 

Nach (1.5) ist Cl {W 2n+2 ) = c 1 (CP 3 )+c 1 (E) + c 1 (F) + (rgE-rgF)-t = 0, d.h. W 2n+2 ist 
eine SCZ-Mannigfaltigkeit. Die Faser des Bündels W 2n +2 ist der CP nj „, also ebenfalls ei- 
ne S [/-Mannigfaltigkeit. Nach Satz 1.3.6 läßt W 2n +2 Operationen der S 1 von beliebigem 
Typ zu, liegt also in den angegeben Idealen. 
Die totale Chernklasse von W% ist nach (1.3) 

(1 + 0(1-0(1 + * + 4<?)(1 - t - 8g)(l + g) 4 . 

Unter Berücksichtigung der Relation t 4 = — Ci(V)t 3 — c 2 (V)t 2 = —\2gt 3 — 32g 2 t 2 ergeben 
sich die angegebenen Chernzahlen. ■ 

Die Basismannigfaltigkeit W 5 ist ein getwistet-projektives Bündel, bei dem außer der Fa- 
ser und dem Totalraum sogar die Basis des Bündels eine S'fJ-Mannigfaltigkeit ist. Im 
Gegensatz dazu gilt 

Lemma 1.4.8: Sind bei einem getwistet-projektiven Bündel der komplexen Dimension 6 
Basis, Faser und Totalraum SU-Mannigfaltigkeiten, so verschwinden alle Chernzahlen. 

Beweis: Sei X = CP(E © F) ein solches Bündel mit Basis B. Aufgrund von Gleichung 
(1.5), ci(5) + d(E) + d(F) + {rgE- rg F)t = 0, sind die folgenden 3 Fälle möglich: 

a) dimc B = 1 und rgE = rgF = 3, 

b) dim c B = 3 und rgE = rgF = 2, 

c) dimc B = 5 und rgE — rgF— 1. 

Weiter muß d(E) = d(F) =: a gelten. Wir verwenden im folgenden wieder die gleichen 
Bezeichnungen wie beim Beweis von Lemma 1.4.5. 

Zu a) Wegen dim c B — 1 ist c(E) = c(F) — 1 + a und c(V) = 1 + 2a. Damit gilt für die 
Chernklasse von X in H*(X, Z) = H*(B, Z)[t]/(t 6 + 2at 5 ) die Beziehung 

3 3 

c(X) = H(l + Xl + t).l[(l + y,-t) 
i=i j=i 

= (l + a + 3t + 2at + 3t 2 + at 2 + t 3 )(l - a - 3t + 2at + 3t 2 - at 2 - t 3 ) 

= 1 -3t 2 - 2at + 3t 4 + Aat 3 . 
. ' » ' 

= C2 = C 4 
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Es folgt c 6 = c 4 c 2 = C3 = c% = 0. Wir haben dabei die Beziehung t 6 = —2at 5 verwendet. 

Zu b) Mit den Abkürzungen b := c 2 (E), c := c 2 (F), w := C2(-ß) und v := Cs(B) gilt 

c(£) = 1 + a + b, c(F) = 1 + a + cund c(V) = l + 2a + b + c + a 2 + a(b + c). D&H*(X,Z) ^ 

H*(B,Z)[t]/(t A + 2at 3 + (b + c + a 2 )t 2 + a(b + c)t), also t 4 = -2at 3 -{b + c + a 2 )t 2 -a(b + c)t, 

hat man für die Chernklasse von X 

2 2 
c(X) = f[(l + Xi + t)-f[(l + yj -t)-(l + v + w) 
i=i j=i 

= (1 + a + 2t + t 2 + at + 6)(1 - a - 2t + t 2 + at + c)(l + v + w) 
= 1 + -a 2 - 2at + b + c - 2t 2 + v + -a(b + c) - 2bt + 2ct + w + 



+ -2ato - 2t 2 v + 2t 2 w + (-a 2 - b - c)t 2 v - (6 + c)atv . 

V v ' v y 

= C 4 = C 5 = C g 

Es folgt c 6 = C4C2 = C3 = c| = 0. 

Zu c) In H*(X, Z) ^ Z)[t]/(t 2 + 2at) gilt 

c(X) = (1 + a + t)(l - a - t)c(B) = c(B), 

denn (1 + a + t)(l - a - t) = 1 - 2at - t 2 = 1. Da H 12 (B, Z) = 0, verschwinden die 
Chernzahlen. ■ 

In Abschnitt 2.4 benötigen wir für iV > 2 noch den projektiven Raum CPjv_i und 
den getwistet-projektiven Raum CPjv+1,1, welcher diffeomorph zum CPjv+i ist. Da 
c(CPjv_!) = (1 + g) N sowie c(CP N+1A ) = (1 + g) N+1 {l - g), sind beide Räume 
iV-Mannigfaltigkeiten. Sie liegen nach Konstruktion in und nach Satz 1.3.6 in 7^'* 
für * e Z/NZ beliebig. 
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Kapitel 2 



Elliptische Geschlechter und Modulkurven 

2.1 Komplexe Geschlechter 

Wir stellen in diesem Abschnitt den notwendigen Kalkül für das Arbeiten mit Geschlech- 
tern bereit. 

Sei fi^ <g> Q = Q[CPi, CP 2 , CP 3 , . . .] der in Abschnitt 1.1 definierte rationale Kobordis- 
musring der stabil fastkomplexen Mannigfaltigkeiten. 

Definition 2.1.1: Ein komplexes Geschlecht Lp ist ein graduierter Algebren- Homomor- 
phismus von fif ®Q in eine graduierte kommutative Q-Algebra A mit Einselement, wobei 

¥>(!) = !■ 

Einem Geschlecht sind zugeordnet (vgl. [21, 35]): 

1) Die Potenzreihe 

9(v) = 1 4?r^ +1 e A ^ 

die auch Logarithmus des Geschlechts heißt. 

2) Die Potenzreihe Q(x) = j^j = 1 + a±x + a 2 x 2 + ... E A[[x]], wobei f(x) die Umkehr- 
funktion von g(y) ist, d.h f(g(y)) = y, g(f(x)) = x. Man bezeichnet Q(x) als die zu ip 
gehörige charakteristische Potenzreihe. 

3) Das formale Gruppengesetz F(u,v) = <7 -1 (<7(ii) + g{v)). 

4) Eine multiplikative Folge von Polynomen K = 1, Äi(ci), . . ., K n (ci, c 2 , . . . , c n ), 
mit K n G A[ci, C2, C3, . . . , c n ], wobei die K n homogen vom Gewicht n in den c\, . . ., c n 
sind (q mit dem Gewicht % versehen). Dabei heißt eine Folge multiplikativ, wenn aus 
(1 + ciz + c 2 z 2 + ...) = (1 + c[z + c' 2 z 2 + . . .)(1 + c'(z + C2Z 2 + ...) die Gleichung 

00 00 00 

£ Kfa, • • • , c,)*' = KM, . . . , c[)z l ■ £ Uc'l, c'Dz 1 

i=0 i=0 i=0 

folgt. Aus der charakteristischen Potenzreihe bestimmen sich die Polynome vermöge 
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Q{x 1 ) ■ ... ■ Q(x n ) = ELo K i( c u ■ ■ ■ , (k) + EZn+i K i(ci, • • • , c n , 0, . . . , 0), falls a die i- 
te elementarsymmetrische Funktion in den x v ist. Umgekehrt erhält man mit Q(x) = 
X^o Ki{ x i 0, • • • , 0) wieder die charakteristische Potenzreihe. 

Jedes der Objekte in 1) bis 4) bestimmt umgekehrt eindeutig ein Geschlecht ip, falls 
die Koeffizienten aus A geeignet graduiert sind. Das Geschlecht einer n-dimensionalen 
[/-Mannigfaltigkeit X mit totaler Chernklasse c(X) = 1 + C\ + c 2 + . . . + c n G H*(X, Z) 
ist <p(X) = K n (ci, c 2 , . . . , c„)[X] G A, also eine feste A-Linearkombination von Chern- 
zahlen von X. Ist die charakteristische Potenzreihe eine gerade Potenzreihe, so ist das 
Geschlecht schon für orientierte Mannigfaltigkeiten erklärt, da man es dann schon mit 
den Pontrjaginklassen alleine berechnen kann. Anstelle von Geschlechtern mit Werten in 
einer Q-Algebra können wir auch Geschlechter von <g> C in eine C-Algebra betrachten, 
z.B. können wir ein Geschlecht über Q mit C tensorieren. Der Kalkül bleibt der gleiche. 
Auch ist ein Geschlecht schon auf fijjj 7 definiert. 

Beispiele: 1) Sei g u so : S% <g> Q -> üf° <g> Q, ^ ([CP 2n ]) = [CP 2n ], g u so ([CP 2n+1 ]) = 0, 
das komplexe Geschlecht, das einer [/-Kobordismusklasse die durch die Abbildung BU — > 
BSO induzierte S'O-Kobordismusklasse zuordnet. Uber q^q läßt sich jedes andere SO- 
Geschlecht faktorisieren. 

2) Sei sign: Q% ® Q — > Q[t], t vom Gewicht 2, das Geschlecht zur Potenzreihe Q(x) = 
tanhWtx) oder 9(y) = T,n=o ^iV^ ■ Setzen wir t = 1, so ist sign(X) die Signatur, d.h. die 
Signatur der Schnittform auf der mittleren Kohomologie von X. Die Unbestimmte t ha- 
ben wir eingefügt, um zu erreichen, daß das Geschlecht die Graduierung von <g> Q 
respektiert. Analog kann man so mit jedem nicht graduierten Geschlecht mit Werten in 
Q verfahren, indem man Q(x) G Q[[ar]] durch Q(sx) G Q[s] [[#]], grad s — 1, ersetzt. Die- 
se Vorgehensweise hat z.B. den Vorteil, daß man in der Aussage — Die Signatur ist bis 
auf Skalierung das einzige Geschlecht (für Qf° ), welches multiplikativ in Faserbündeln ist 
- auf den Zusatz „bis auf Skalierung" verzichten kann. Ist im folgenden ein Geschlecht 
tp : Q 1 ^ <S> Q — > Q gegeben, werden wir — falls erforderlich — annehmen, daß es homo- 
gen geschrieben sei, d.h. wir ersetzen ip durch y?hom : Q% <8> Q — > Q[s], [X n ] \— > p(X n ) ■ s n , 
grad s — 1. 

Man kann auch Geschlechter zu Potenzreihen Q(x) betrachten, die einen konstanten Term 
ao 7^ 1 besitzen. Ist ao eine Einheit, so kann man zur normierten Potenzreihe aö 1 Q(aox) 
übergehen, welche das gleiche Geschlecht liefert. 

Wir wollen nun komplexen projektiven Varietäten Geschlechter von f2^®C in C-Algebren 
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zuordnen. Wähle dazu eine feste Basisfolge X 1 , X 2 , . . . von Q u <g> C. Sei CP 01 '" - ' " der 
gewichtet projektive Raum mit Gewichten a 1: . . .,a n G N, d.h. (C n \ {0})/ ~, wobei ge- 
nau dann (x±, . . . ,x n ) ~ (yi, . . . ,y n ) ist, wenn es ein A G C* gibt mit yi = \ ai Xi für 
alle % = 1, . . . , n (vgl. [13]). Sei V eine (nicht notwendig irreduzible) projektive Varietät 
in CP ai, '"' an mit gewichtet homogenem Verschwindungsideal I(V) C C[x 1: . . . , x n ], wo- 
bei Xi das Gewicht a« haben möge. Die graduierte Koordinatenalgebra von V ist dann 
K(V) = C[xi, . . . ,x n ]/I(V), und n : C[xi, . . . ,x n ] — > K(V) möge die Projektionsabbil- 
dung sein. Setzt man nun a x < a 2 < . . . < a n voraus, so ist die Abbildung 

x v , falls i = a u 
0, sonst 

wohldefiniert. Das zur Varietät V gehörende Geschlecht ip v ■ Q u <E> C — > K(V) ist dann 
definiert durch <py :=iro A ai) ... ja „. Das Geschlecht hängt von der Auswahl der Basisfolge 
und der Wahl des Koordinatensystems für den CP" 1 ''"'"" ab. Der Kern von tpy ist das Ide- 
al A" 1 (/(V)). Es wird sich später zeigen, daß das elliptische Geschlecht <pn der Stufe 
N sich in dieser Weise beschreiben läßt, falls man üi = i, i — 1, . . . ,4 setzt und für die 



A ai ,..., a „ : Q* <8> C -> C[x!, . . . , x n ], Xi i-> j j 



Varietät V die geeignet in den CP 1 ' 2 ' 3 ' abgebildete Modulkurve U/Ti(N) nimmt. 
Wir notieren dazu noch folgendes einfaches 

Lemma 2.1.2: Seien V und W projektive Varietäten im CP" 1 ''"'"" mit festgewähltem 
Koordinatensystem. Dann gilt hei fester Basisfolge Kerpvuw = Kery?y fl Kenp w . 

Beweis: Mit obigen Bezeichnungen gilt Kenpvuw — -^äi a (I(Y U ^0) = 

KL,aM V ) n W) = Kl.,aM V )) n Kl.,aM W )) = Ker <PV ^ Kßr *W ■ 

Da Q U ' N ®Q = Q u <g)Q und die Chernzahlen einer iV-Mannigfaltigkeit deren rationale Ko- 
bordismusklasse sowohl in Q U ' N £g> Q als auch Q u <g> Q festlegen, können wir Geschlechter 
zu Q U ' N <S> Q und Q u <S> Q miteinander identifizieren. 

Die charakteristische Potenzreihe Q(x) für ein Geschlecht tp ist durch seine Werte auf 
Q* ®Q C Q u <S> Q nur bis auf einen Faktor e ax bestimmt: Für eine S'fJ-Mannigfaltigkeit 

M n gÜt n n n 

(2.1) y?(M n ) = J[Q(xi)[M n ] = e ffl '( M »>nQfe)[Mj ^^WW- 

i=l i=l i=l 

da Ci(M n ) = 0. Man gelangt zu einem Geschlecht für Q u <g> Q, falls der Wert von ip auf 
der Basismannigfaltigkeit X 1 vorgegeben wird. Dadurch ist dann die obige Konstante a 
aus dem Exponentialfaktor eindeutig festgelegt. 

Der Kern eines Geschlechtes (das, falls notwendig, wie im 2. Beispiel erklärt, homogen ge- 
schrieben wird) ist ein homogenes Ideal (d.h. er wird von homogenen Elementen erzeugt). 
Umgekehrt definiert ein homogenes Ideal ein Geschlecht, nämlich die Projektion auf die 
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Quotientenalgebra. 



2.2 Das universelle komplexe elliptische Geschlecht 

Das universelle elliptische Geschlecht wird als das Geschlecht definiert, welches zu einer 
Potenzreihe gehört, die die Lösung einer bestimmten Differentialgleichung 2-ter Ordnung 
ist. Dazu folgendes 

Lemma 2.2.1: Sei Q(x) = = 1 + a\X + a 2 x 2 + . . . und h(x) := j^y- Sei weiter 
S{y) = y A + qiy 3 + q 2 y 2 + q?,y + <?4 ein normiertes Polynom 4-ten Grades in y mit Koeffi- 
zienten qi bis g«4. Dann besitzt die Differentialgleichung 

(2.2) (h'(x)f = S(h(x)) 

eine eindeutige Lösung h(x) G Q[?i, q 2 , q3, 94] [MH^ -1 ]- Diese bestimmt wiederum eindeu- 
tig die Potenzreihe Q(x) e Q[?i, ?2, qs, q<i\ [[%]]■ Die Koeffizienten a n von Q(x) sind dabei 
homogene Polynome vom Gewicht n in q\ bis q&, falls qi bis q± die Gewichte 1 bis 4 
zugeordnet werden. 

Beweis: Die Funktion h(x) besitzt bei der Normierung a = 1 eine Reihenentwicklung 

(2.3) h(x) = - + ci + c 2 x + c 3 x 2 H . 

x 

Die Differentialgleichung (2.2) hat dann die Gestalt 

-^(-1 + c 2 x 2 + 2c 3 x 3 + ■ ■ -) 2 = ^[(l + Cl x + c 2 :r 2 + c 3 :r 3 + ---) 4 

Ob Ob 

+qix(l + cix + c 2 x 2 + c 3 x 3 + • • -) 3 
+q 2 x 2 (l + Cl x + c 2 x 2 + c 3 x 3 + • • -) 2 
+q 3 x 3 {l + c x x + c 2 x 2 + c 3 x 3 + ■■■) 
+qAX% 

Koeffizientenvergleich liefert die Beziehungen 

= 4ci + qi 

-2c 2 = 4c 2 + Gel + 3 <?i c i + <?2 

-4c 3 = 4c 3 + Ac\ + 12 Cl c 2 + qi (3c 2 + 3c?) + 2g 2 Ci + q 3 

-2(n - l)c n + a n (d, . . . , c n _i) = 4c n + ß n (c u c n _i) + q x 7 n -i(ci, . . . , c n _i) 

+92 5„_ 2 (Ci, • • • , C n _ 2 ) + g 3 £ n „ 3 (Ci, . . . , C n _ 3 ) 
+<?4 5n,4- 
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In der letzten Gleichung sind a n , ß n , 7 n -i, <5„_ 2 und e n -3 gewichtet homogene Polynome 
in den Cj vom Gewicht n, n, n — 1, n — 2 bzw. n — 3, und 5„ i4 ist das Kronecker-Symbol. 
Man kann also mit C\ = — q 1 /4 beginnend die Koeffizienten c n von h(x) als homogene 
Polynome vom Gewicht n in den qi bestimmen. 

Sei = 1 + b\x + b2X 2 + b^x 3 + • • • die zu Q(x) reziproke Potenzreihe. Die Koeffizienten 
b n genügen den Rekursionsgleichungen 

(2.4) b n = -a n + <f) n (ai,...,a n -i), 

wobei (p n ein gewichtet homogenes Polynom in a\ bis a n _i vom Gewicht n ist. Für die 
Gleichung h(x) = = ■ (^)' erhält man 

i(l + c 1 x + c 2 x 2 + c 3 x 3 + - • •) = i(l + a ia ; + a2a; 2 + a3a; 3 + - • •)(l + 2ö 1 x + 35 2 x 2 + 46 3 x 3 + - • •). 

Ob Ob 

Koeffizientenvergleich liefert 

ci = ai + 2&i = —ai 
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c 2 = a 2 + 2ai&i + 35 2 = -2a 2 + a ± 



c n = a n + (n + l)b n + ip n (a 1 ,...,a n - 1 ,b 1 ,...,b n - 1 ). 
Unter Verwendung der Rekursionsgleichungen (2.4) folgt 

(2.5) a n = --Cn + TT n (a 1 , . . . , a n _i). 

77/ 

Hierbei sind ^„ und n n gewichtet homogene Polynome. Induktiv sieht man wieder, daß 
a n ein gewichtet homogenes Polynom vom Gewicht n in den q und damit auch in den 
ist. ■ 

Definition 2.2.2: Das universelle komplexe elliptische Geschlecht ip e u : <S> Q — > 
Q[A, B,C, D] ist das komplexe Geschlecht zu der Potenzreihe Q(x), die zur Lösung der 
Differentialgleichung (2.2) gehört. Für die Unbestimmten q 1 bis g 4 werden die folgenden 
homogenen Polynome in A, B, C und D gesetzt, wobei die Unbestimmten A bis D mit den 
Gewichten 1 bis 4 versehen seien (Die Wahl der Polynome erklärt sich aus dem nächsten 
Satz): 

(2.6) qi = 2A, q 2 = \A 2 - Iß, q 3 = l -A 3 - ^AB + 4C, 

q 4 = —A 4 - — A 2 B + 2AC + — ß 2 - 2D. 
y 16 16 64 
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Sind qi bis q± gegeben, kann man umgekehrt A bis D bestimmen: 

(2.7) A = \ qi > B = -q 2 1 -4q 2 , C = -1^ - l gi g 2 + ig 3 , 



L> = ö-, g,fl 2 H G1G3 H Q 9 ö 4 . 

128 1 8 1 8 8 2 2 H 

Da die Koeffizienten von Q(x) nach Lemma 2.2.1 homogen in den qi bis 04 sind und damit 
auch in A, B, C und D, ist der Wert von ip ell auf einer komplex n-dimensionalen Man- 
nigfaltigkeit ein homogenes Polynom vom Gewicht n in A, B, C und D. Für die ersten 
Koeffizienten der Potenzreihe Q(x) erhält man 1 

(2.8) 0l = \A, 

«2 = ^(6A 2 -ß), 

a 3 = ^(2A 3 -AB + 16C), 

a 4 = ^ 2 (60A 4 -60A 2 B + 1920 AC + 7 B 2 -1152D), 

a 5 = — — — -— — {12A 5 -20 A 3 B + 960 A 2 C + 7 AB 2 - 1152AD + 32CB). 
2 iU ■ 3 2 ■ 5 

Die Polynome der zugehörigen multiplikativen Folge sind 
(2.9) 



K 2 = ^(2Bc 2 + (6A 2 -B)c 2 1 ), 



K 3 = ^i^(48Cc 3 + (2 AB - 48C)c 2Cl + (2A 3 - AB + 16C)c?), 



K 4 = — — ((-8ß 2 + 4608,0)04 + {5760AC + 8ß 2 - 4608D)c 3 d+ 
2 9 • 3 2 • 5 

+ (245 2 - 2304D)c 2 + (\20A 2 B - 5760AC - 28B 2 + 4608D)c 2 c 2 + 
+ (60A 4 - 60A 2 B + 1920AC + 7B 2 - 1152£>)c?), 



1 Die Berechnungen wurden mit Hilfe des Computerprogramms REDUCE durch- 
geführt. 
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K 5 = — — - — (960ßCc 5 + (SAB 2 + 4608AD - 960 J BC)c 4 c 1 + 

+ (8AB 2 + 2880A 2 C - 4608AD + 480BC)c 3 cl + (24AB 2 - 2304AD)c 2 Ci+ 
+ (40A 3 ß - 2880A 2 C - 28AB 2 + 4608AD - 160SC)c2C?+ 
+ (12A 5 - 20A 3 ß + 960A 2 C + TAB 2 - 1152AD + 32BC)cl). 

Die spezielle Wahl für die Polynome qi bis g 4 in A bis D erklärt sich aus den Werten von 
(p e ii auf den in Q% ausgezeichneten Mannigfaltigkeiten W 1 bis W 4 . 

Satz 2.2.3: Auf den ersten fünf Mannigfaltigkeiten der in Abschnitt 1.4 konstruierten Ba- 
sisfolge W±, W2, W3, W4, W$, . . . für QU q nimmt das universelle elliptische Geschlecht 
die folgenden Werte an: <peu(Wi) = A, <p e ii(W 2 ) = B, (p e ii(W 3 ) = C, (p e ii(W 4 ) = D und 
<Peii(W 5 ) = 0. 

Beweis: Die Chernzahlen von W\ bis W 5 wurden in Abschnitt 1.4 berechnet. Einsetzen 
in die Gleichungen (2.9) ergibt die Behauptung. ■ 

Wir könnten hier durch Rechnen mit formalen Potenzreihen zu zeigen versuchen, daß 
(feiiiWn) = für alle n > 5 ist, d.h. Ker<^ e ;/ = (W5, Wq, . . .). Dies wird uns aber 
später im Zusammenhang mit dem Beweis der Inklusion J^ u C Ker(p e u gelingen. Für 
SCZ-Mannigfaltigkeiten können wir jetzt schon die folgende Aussage beweisen: 

Satz 2.2.4: Das universelle elliptische Geschlecht einer SU -Mannigfaltigkeit ist ein ho- 
mogenes Polynom, das nicht von der Unbestimmten A abhängt. 

Beweis: Das Polynom S(y) aus der Differentialgleichung (2.2) hat in den Unbestimmten 
A bis D geschrieben die Gestalt 

(2.10) S(y) = (v + |) 4 - \B (y + f / + 4C (y + f ) + ±B> - 2D. 

Ist die Lösung der Differentialgleichung (2.2) für A = 0, so ist daher h(x) = h(x) — ^ 
die allgemeine Lösung. Für die zugehörigen charakteristischen Potenzreihen erhält man die 
Beziehung Q(x) = e^ x Q{x), denn aus f(x) = e~^ x f{x) folgt h{x) = j$ = h(x)-±, 
und die Potenzreihe Q(x) bestimmt sich nach Lemma 2.2.1 eindeutig aus h(x). Wie im 
letzten Abschnitt bemerkt (Gleichung (2.1)), ist der Wert der Geschlechter zu den Po- 
tenzreihen Q(x) und e^ 2 ^ x Q(x) auf SCZ-Mannigfaltigkeiten der gleiche. Da Q(x) zu S(y) 
mit A = gehört, d.h. nicht von A abhängt, folgt die Behauptung. ■ 

Setzen wir für A, B, C und D komplexe Zahlen, so können wir bei von Null verschiedener 
Diskriminante von S(y) die Lösung h(x) der Differentialgleichung (2.2) explizit angeben 
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([26], Abschnitt 1.1): Sei p(x) die Weierstraßsche p- Funktion (als Laurentreihe im Null- 
punkt geschrieben) zum Gitter L mit den Gitterkonstanten 

(2.11) g 2 = —B 2 -2D und g 3 = —B 3 + —BD — C 2 . 

K ) y2 48 y 1728 12 

Dieses Gitter ist nicht entartet, da wir Diskr S(y) ^ voraussetzten. Die Differentialglei- 
chung (2.2) hat dann die Lösung 

(2 12) h(x) ~ -- P ' (X) + P ' (Z) - -A 

(2 ' 12) h[X) ~ 2 pix) - p(z) 2 A 

Dabei ist z ein von verschiedener Punkt auf der elliptischen Kurve C/L, der im Weier- 
straßmodell der Kurve die Koordinaten (p(z),p'(z)) = (^B,C) besitzt. Weiter wird in 
[26] (Lemma 1.1.7) gezeigt, daß die Menge der Paare (L,z) mit z G C/L, 2^0 und die 
Polynome S(y) mit A = und Diskr S ^ sich eineindeutig entsprechen. 

Wenn C[A, B, C, D] die graduierte Koordinatenalgebra des gewichtet projektiven Raumes 
CP 1 ' 2 ' 3,4 ist, können wir nach der Konstruktion aus dem letzten Abschnitt das universel- 
le elliptische Geschlecht auch als das Geschlecht (p e u : ® C — > C[A,B,C,D] ansehen, 
welches zur gewichtet projektiven Varietät CP 1 ' 2 ' 3 ' 4 und einer Basisfolge W\, W 2 , W$, W4, 
W$, Vq, ... gehört. Dabei seien V n , n > 6 beliebige Mannigfaltigkeiten aus Kenp e u \au^ c 
mit s n (V n ) 7^ 0. Solche existieren stets, denn sei V' n eine beliebige Mannigfaltigkeit aus 
f2^®C mit s n (Vn) 7^ 0, so ist <f e u(V^) ein Polynom P(A, B, C, D) vom Gewicht n in A bis 
D. Für V n := V n -P(W 1: W 2 , W 3 , W 4 ) gilt dann <p ell (V n ) = und s n {V n ) = s„(K) + 0, da 
P(Wi, W 2 , W3, W4) für n > 5 eine Summe aus lauter zerlegbaren Mannigfaltigkeiten ist. 



2.3 Die Geschlechter ip^ und die Modulkurven C 



N 



Wir führen in diesem Abschnitt die komplexen elliptischen Geschlechter (p^ der Stufe TV 
als Spezialfälle des universellen komplexen elliptischen Geschlechtes <p e u ein. Sie können 



auch als die Geschlechter aufgefaßt werden, welche zu den Modulkurven H/Ti(N) gehören, 
die geeignet in den CP 1 ' 2,3 ' 4 abgebildet sind. Die zu den Spitzen von Fi (TV) gehörigen Ge- 
schlechter sind die altbekannten Geschlechter un d x(X,K k / N ) (vgl. [21]). Beweise 
zu den folgenden Tatsachen über die elliptischen Geschlechter der Stufe TV finden sich in 
[22, 23, 26]. 

Sei L ein Gitter in C und a G C/L ein von Null verschiedener TV- Teilungspunkt der zu- 
gehörigen elliptischen Kurve, d.h. N-a = 0. Es gibt genau eine bzgl. L elliptische Funktion 
k(x) mit Divisor TV • (0) — TV ■ (a) und der Normierung k(x) = x N + 0(x N+1 ) der Taylor- 



entwicklung im Ursprung. Die Funktion f(x) = yk(x) ist wohldefiniert, falls gefordert 
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wird, daß f(x) = x + 0(x 2 ). Sie ist elliptisch bzgl. einem Untergitter Lei, dessen Index 
gleich der Ordnung von a G C/L ist. Wir führen auf 

£ N :={(L,«)|LeC Gitter, a G C/L iV-Teilungspunkt ^ 0} 

die folgende Aquivalenzrelation ein: (L, a) ~ (L', a') Es gibt ein ß G C \ {0} mit 
(/iL,/io;) = (L',«'). Weiter sei £^ C £n die Menge der Paare (L, a), für die a primitiver 
N- Teilungspunkt ist, d.h. a G C/L hat Ordnung JV. Die Funktion Q(x) := j^y trans- 
formiert sich beim Ubergang zu äquivalenten Paaren wie folgt: Ist Ql iQ -(x) die zum Paar 
(L, a) gehörende charakteristische Potenzreihe, so ist Q ß L,ßa{.x) = QL,a{n~ l x) die zum 
Paar ([iL,fia) gehörende Potenzreihe (Normierung und Divisor für f(x) stimmen über- 
ein), d.h. die Koeffizienten a& von Q(x) sind homogene Gitterfunktionen vom Gewicht —k 
bzgl. £ N . 

Auf der oberen Halbebene H der komplexen Zahlen operiert die Kongruenzuntergruppe 
T^N) := ^ G SL 2 (Z) | c = (mod AT), a = d=l (mod iV)} 

von SL2(2i) vermöge a : SL 2 (Z) x H -> H, ((° ,r) h-> fg. Der Bahnenraum sei mit 
H/ri(AT) bezeichnet. Für £^ gilt die folgende Charakterisierung: 

Die Zuordnung r (27ri(Zr + Z), ^p) definiert eine Bijektion zwischen H/r 1 (A r ) und 

a/ ^ 

Wegen £ N = Ün|N ^ folgt, daß Ün|JV Ü/T^n) -> £ N / ~ (r,n) h-> (2tu(Zt + Z), ^) 

n>l n>l 

bijektiv ist. 

Die Koeffizienten der Potenzreihe Q(x) zum Paar (27ri(Zr+Z), ^), aufgefaßt als Funk- 
tionen in r G H, transformieren sich deshalb wie Modulformen vom Gewicht k zur Mo- 
dulgruppe Ti(N). Durch explizite Konstruktion von f(x) zeigt man: auir) ist tatsächlich 
Modulform zu Ti(N), d.h. a fc (r) ist insbesondere holomorph in den Spitzen, läßt sich also 
holomorph auf die kompaktifizierte Modulkurve U/Ti(N) fortsetzen. 

Um zu einer expliziten Darstellung von / zu gelangen, betrachte für q = e 2mT die ganze 
Funktion 

oo 

(2.13) $(r, x) = (1 - e~ x ) - 9*0(1 - q n e x )/(l - q n )\ 

n=l 

welche Nullstellen der Ordnung 1 in den Gitterpunkten von L = 27ri(Zr + Z) besitzt. 
Sie ist bis auf einen Faktor der Gestalt e ax2+bx die Weierstraßsche Sigma-Funktion zu L. 
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Wählt man für a den N- Teilungspunkt ^p, so erhält man die Darstellung 



(2.14) f{x) 



' N 



*(t,x-&) 



Für Kapitel 3 sei hier noch das genaue Transformationsverhalten von f(x) zum N- 
Teilungspunkt a = ^ angegeben: 

(2.15) f(x + 2ni) = f(x), f(x + 2nir) = e'^f(x). 



Definition 2.3.1: Das komplexe elliptische Geschlecht <pn der Stufe N ist das Geschlecht 
zur Potenzreihe Q(x) = j^y zum Gitter L = 2tti(Zt+Z) und primitivem N- Teilungspunkt 



2ni 
N ■ 



Da die Koeffizienten au von Q{x) Modulformen vom Gewicht k sind, ist der Wert von ip^ 
auf einer komplex n-dimensionalen [/-Mannigfaltigkeit X n eine Modulform vom Gewicht 
n zur Modulgruppe Ti(N). 

Die Funktion f(x) genügt nun zwei Differentialgleichungen. Eine Differentialgleichung 2- 
ter Ordnung ist von der gleichen Gestalt wie die Differentialgleichung (2.2) in Lemma 
2.2.1: 

(2,6, gy 2 = s gy 

wobei S(y) = y A + qiy 3 + q^y 1 + q^y + <?4 ein normiertes Polynom 4-ten Grades ist, dessen 
Koeffizienten q^ Modulformen vom Gewicht % zu Ti(A r ) sind. Da die Potenzreihe f(x) zu 
y?jv der Differentialgleichung (2.2) mit speziellen q^ genügt, läßt sich (p^ über ip e u faktori- 
sieren. Die zweite Differentialgleichung ist von 1-ter Ordnung und besitzt die Gestalt 

(2-17) j w + d 2N f N = P N (pj. 

Hier ist Pn(v) — y N + d\y N ~ x + • — h d^-iy + djy ein normiertes Polynom iV-ten Grades. 
Die di sind Modulformen vom Gewicht % zu Ti(N). Das Polynom P/v(y) ist ein soge- 
nanntes Zolotarev-Polynom. Es hat die beiden zusätzlichen Eigenschaften d^^i = und 
Pn(jj) 2 = 4d 2 Ar für die i/ ^ mit P' N {y) = 0. Zwischen S(y) und P/v(y) besteht die 
Beziehung 

(2.18) S{y)P' N {yf = N 2 y 2 (P N (y) 2 - ^2n)- 

Diese Differentialgleichung liefert zwei (von N abhängende) gewichtet homogene Bedin- 
gungen -Rjv-i und Rn+i an die Koeffizienten qi bis q<± von S(y). Die Polynome Rn-i 
und Rn+i definieren eine Kurve Cn im gewichtet projektiven Raum CP 1 ' 2 ' 3 ' 4 mit den 
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homogenen Koordinaten qi bis 54, wobei mit dem Gewicht i versehen sei. Nun wird 
umgekehrt jeder Punkt der Modulkurve Cn durch ein (evtl. entartetes) Gitter und einen 
N- Teilungspunkt repräsentiert. Genauer gilt der folgende 

Satz 2.3.2 (s. [26], Kapitel 3): Die Abbildung 

$ : Ü H/ryn) -> CP 1 ' 2 ' 3 ' 4 , 

n\N 
n>l 

die für jedes n \ N, n > 1 dem Paar (r, n) die Koeffizienten qi bis g 4 des Polynomes 
S(y) aus der Differentialgleichung (2.16) zuordnet (wobei f(x) n die elliptische Funktion 
zu L = 27n(Zr + Z) mit Divisor n ■ (0) — n ■ (— ) und Normierung f(x) = x + 0(x 2 ) ist), 
ist naci der Fortsetzung auf die Spitzen surjektiv auf die Modulkurve Cjv- Sie ist bis auf 
Werte in den Spitzen auch injektiv. Die «^(H/r^n)) bilden gerade die Zerlegung von Cjy 



in die irreduziblen Komponenten. Das Bild ^(H/T^n)) ist unabhängig vom Vielfachen 
N von n. 

Beispiel N = 2: Für N = 2 erhalten wir das elliptische Geschlecht der Stufe 2. Das 
Polynom S(y) hat die Gestalt 

(2.19) S(y) = y 4 + 45y 2 + 4(5 2 -e), 

die Differentialgleichung (2.17) lautet 
1 

P 

Setzen wir q = e 2ntT , so haben die Modulformen S und e vom Gewicht 2 und 4 die Form 



(2.20) +€ f* = (f/f)* + 25, oder f>* = e f-28f + l. 



1 00 

(2.21) 5 = - + 6^( ]T dy, 

n=l d\n 
d=l (2) 

(2.22) e = lgflz£y. 

Um ip 2 als Spezialfall von </? eH zu schreiben, müssen wir im A,B,C, D-Koordinatensystem 
(vgl- (2.7)) 

(2.23) A = 0, B = -165, C = und D = 2e 

setzen. Da die Koeffizienten a n von Q(x) nach Lemma 2.2.1 Polynome vom Gewicht n 
in q\ bis g 4 sind und im Stufe- 2- Fall q\ = q% = gilt, ist die Potenzreihe Q(x) gerade, 
d.h. das Geschlecht ip 2 ist schon für «SO-Mannigfaltigkeiten definiert. Setzen wir e = 0, 
5 = — | (bzw. A = 0, B = 2, C = D = 0), so erhalten wir das A-Geschlecht; für e = ö 2 = 1 
(bzw. A = 0, B = — 16, C = 0, D = 2) erhalten wir die Signatur. 
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Wir wollen nun die Geschlechter <p n für n | N, n > 1 zusammenfassen: 

Definition 2.3.3: Sei W u W 2 , W 3 , W 4 , V 5 , V 6 , ... eine Basisfolge von tt" ® C mit 
(V5,V<5, ...) = Kenp e ii und W\ bis W4 die Mannigfaltigkeiten aus Abschnitt 1.4. Es be- 
zeichne dann das Geschlecht zur Varietät Cn = V((Rn-i, Rn+i)) C CP 1 ' 2 ' 3 ' 4 wie in 
Abschnitt 2.1 definiert. Dabei ist das A, B, C, D-Koordinatensystem für den CP 1 ' 2 ' 3 ' 4 zu 
verwenden. Die beiden Gleichungen Rn-i und Rn+i sind die homogenen Bedingungen 
vom Gewicht N — 1 und iV + 1 an die q 1 bis q 4 bzw. A bis D, die sich aus (2.18) ergeben. 

Die Definition hängt natürlich nicht von den gewählten Basismannigfaltigkeiten V 5 ,V 6 , . . . 
aus Ker ip eü ab. 

Im A,B,C, D-Koordinatensystem für den CP 1 ' 2,3 ' 4 besteht also die folgende Situation 
n"®C ^ C[A,B,C,D] 

&N i ^N 

K(C N ) = C[A,B,C,D]/I(C N ). 

Der Kern von n N ist das Verschwindungsideal I(Cn) der Kurve Cn und nach dem Hil- 
bertschen Nullstellensatz daher das Radikal von (R N -i, Rn+i)- 

Den genauen Zusammenhang zwischen ipN und (fN beschreibt 

Lemma 2.3.4: Ker^ = C\ n \N Ker^ 

Kn 

Beweis: Wegen Lemma 2.1.1 und Satz 2.3.2 gilt Ker^ = Kenp CN = 
n„|jv Ker y$( H /ri(n) )- Nach Definition ist X G Ker ^ ( H/ri(n) ) ^ (Peii(X) G 7($(H/ri(ra))). 

Kn 

Die Punkte P G ^(H/r^n)) lassen sich durch r G H/T^n) parametrisieren: P(t) = 
(A(t) : B(r) : C(r) : £>(r)). Da y9 eH (X)(P(r)) = </? n (X)(r), ist ^(X) G /^(H/I^ra))) ^ 

¥>n(*) =0. ■ 

Ist N eine Primzahl, so ist die Kurve Cn irreduzibel, und es gilt Ker^jv = Kerip N . 
Satz 2.3.5: Für das Verschwindungsideal der Kurve C N gilt 

I{Cn) = Rad((i?jv-i, Rn+i)) = (Rn-i, Rn+i)- 

Beweis: 

Zu zeigen ist, daß das von den beiden homogenen Polynomen Rn-i und Rn+i er- 
zeugte Ideal An = (Rn-i, Rn+i) gleich seinem Radikal Rad(.4.Ar) ist. Wir werden 
dies auf die in [26], S. 45-47 bewiesene entsprechende Eigenschaft des Ideals An : = 
An H C[B, C, D] = (res a(Rn-i, Rn+i)) zurückführen, dessen Verschwindungsvarietät 
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V(A N ) C CP 2 ' 3 ' 4 die Projektion C N der Kurve C N C CP 1 ' 2 ' 3 ' 4 auf die gewichtet pro- 
jektive Ebene {A = 0} = CP 2,3 ' 4 ist. (Mit res^-R/v-i, Rn+i) sei die Resultante zwischen 
Rn-i und -Rat+i bezüglich der Variablen A bezeichnet.) 

Sei An = Qi H . . . D Q r eine reduzierte Primärzerlegung von An- Dabei möge das 
Primärideal Qi zum Primideal Vi gehören, und es es kann angenommen werden, daß 
die Ideale Qi und Vi alle homogen sind (s. [30], S. 197, Lemma 4.1). Jedes TVprimäre Ide- 
al Qi besitzt eine Länge Ii. Dies ist die maximale Länge / einer echt aufsteigenden Kette 
von Pj-primären Idealen 

Qi = iix c n 2 c . . . c n x = Vi. 

Das Primärideal Qi ist genau dann prim, wenn seine Länge k = 1 ist (s. [16], S. 134). 

Das Ideal An ist ein vollständiger Durchschnitt (s. [30] S. 140), denn An = (Rn-u Rn+i) 
hat eine 2-gliedrige Basis und die Höhe oder Rang ist ebenfalls 2. Letzteres, da V(An) = 
Cn nur aus 1-dimensionalen Komponenten besteht, also An die homomogene Dimension 1 
bzw. die Krulldimension K-dim^ljv = 2 hat, und damit rang^4jy = K-dim C[A, B, C, D] — 
K-dim^4jv = 4 — 2 = 2 ist. Für vollständige Durchschnitte gilt nun der Ungemischtheits- 
satz, der besagt, daß das Ideal An ungemischt ist, d.h. alle Primärideale Qi den Rang 2 
haben. Sie entsprechen eineindeutig den irreduziblen Komponenten von Cn', es gibt also 
keine eingebetteten Komponenten (s. [30], S. 193 (Polynomringe sind Cohen-Macaulay- 
Ringe) oder [17], S. 185 (vollständige Durchschnitte heißen dort Hauptklassenideale)). 

Es gilt Rad (A n) — Vi D . . . C\V r , und die Primideale Vi sind die Verschwindungsideale der 
einzelnen irreduziblen Komponenten der Kurve Cn- Wir haben also k = 1 für % — 1, . . . , r 
zu zeigen. 

Projiziert man die Kurve C N = V(A N ) vermöge tt : CP 1 ' 2 ' 3 ' 4 -> CP 2 ' 3 ' 4 , (A : B : C : 
D) i— > (B : C : D) in die gewichtet projektive Ebene CP 2 ' 3 ' 4 , so erhält man eine Kurve 
Cn- Für ihr Verschwindungsideal I{Cn) wurde in [26], S. 45 

I(C N ) = (res A (R N _ 1 ,R N+1 )) 

bewiesen. (Man beachte, daß das hier verwendete A,B,C, D-Koordinatensystem und das 
in [26] verwendete so zusammenhängen, daß die Projektionsabbildungen die gleichen sind.) 

Um die Ideale I(Cn) und I(Cn) miteinander zu vergleichen, benötigen wir den Grad 
ho(I) eines homogenen Ideals / in einem graduierten Polynomring C[xi, . . . , Xk], gradxj = 
di G N. Die übliche Definition über den Leitkoeflizienten des Hilbertpolynomes von J, die 
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man bei der gewöhnlichen Graduierung d\ — . . . — dk — 1 verwendet, ist bei beliebiger 
Graduierung nicht verwendbar, da die Hilbertfunktion f(n) auch für große n im allgemei- 
nen kein Polynom mehr sein wird. 

Mit der Bezeichnung für die Elemente vom Gewicht n eines graduierten C[xi, . . . , Xk\- 
Moduls M (also M = 0„> o M^ n \ p ■ Af W C M {n+l ^> für p e C[x u . . . , x fc ] homogen vom 
Gewicht Z) definiere für ein homogenes Ideal / 



P / (i) = E dim c(Cki,...,a: fc ]//) (n) -t" 

ra=0 

So gilt zum Beispiel 



i=l 1 

Ganz allgemein ist die Poincarereihe Pi(t) nach [4], S. 117 eine rationale Funktion der 
Gestalt 

p m - 

F,(t) " n>~T^ 

mit einem Polynom Q(t). Die Ordnung der Polstelle bei t — 1 ist gerade die Krulldimen- 
sion von I (und um 1 größer als die Dimension von V(I)). Schreiben wir Pi(t) in der 
Form 

P (f) = m 

mit einem Polynom Q(t) = Q(t)/(1 — t) k ~ K ~ dimI , so definieren wir den Grad h (I) des 
Ideals / durch 

ho(I) = Q(t) \ t =i ■ 

Diese Definition stimmt wegen £~ /i (/) • ("jSSj^ 1 ) • * B = {1 _ t) k-^ ' V) für 
c?i = • • • = dk = 1 mit derjenigen Definition, die das Hilbertpolynom verwendet, überein. 
Es gilt stets 

(2.24) ho(I) > 0, 

denn die linke Seite von 

w) ■ n(E*') = n _l- dim / (^ +h 1 (i- t )+...) 

i=l 2=0 v 1 *v 

ist eine Potenzreihe in t mit lauter nicht negativen Koeffizienten. 

Wir benötigen nun einige Eigenschaften der Poincarereihe und des Grades, die im Falle 
des standardgraduierten C[xi,...,Xk] wohlbekannt sind. (vgl. [48], Kap. 1 Abschnit C, 
S. 43 ff.). 
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Sei 7 C C[xi, . . . , Xk] ein homogenes Ideal und ip e C[x±, . . . , Xk] ein homogenes Polynom 
vom Grad r. Dann gilt (vgl. [48], S. 43 f.) 

(2.25) = Pi(t) - P(l:v)(t) ■ f 

= P 7 (t) • (1 - f ) wenn (I : <p) = I, 

Zum Beweis verwende dim c (7 + (y?))*™- 1 = dim c 1^ + dim c ((y?)) (n ' ) — dim c (7 fl (</?)) 
sowie (7 n (</?)) = (7 :</?) • (</?) und dim c ((7 : </?) • (v?)) (n) = dim c (7 : v?) (n ~ r) . 

Seien ipi, . . . , ip s e C[xi, . . . , Formen mit den zugehörigen Graden r±, . . . , r s . Wenn 
((<fi, . . . , (pi-i) '■ <fi) = (<fi, • • • , (pi) für alle 1 < i < s gilt, so hat man mit 7 = (ipi, . . . , ip s ) 

(2.26) Pj(t) = nCi-^ ' also fc °( / ) = ri --" ,r - 

Beweis von (2.26) mittels vollständiger Induktion: Es ist P^(t) = j^k^ 1 j. nach (2.25). 

Iii — 1 ^ 

Sei (2.26) für s — % — 1 schon bewiesen. Dann ergibt sich mit (2.25) 

iW,^>W = ^i,-^-i>(*)-(i-* r< ) 



ntii-** niii-i*' 

Aus (2.25) erhält man sofort (vgl. [48], S. 47 (1.36)): 

(2.27) wenn K-dim(7, <p) = K-dim(7) = K-dim(7 : <p), so /i (7, </?) = M 7 ) - h ((I : 

(2.28) wenn K-dim(7, </?) = K-dim(7) > K-dim(7 : </?), so h (I,ifi) = h {I). 

Sei P C C[xi, . . . , Xk] ein homogenes Primideal und Q ein homogenes P-primäres Ideal 
der Länge l(Q). Dann gilt 

(2.29) h (Q) = l(Q)-h (V), 

denn der Beweis von (2.29) in [48], S. 47 f. verwendet nur die beiden Eigenschaften (2.27) 
und (2.28) des Grades ho, so daß er auch in unserer gewichtet homogenen Situation gültig 
bleibt. 

Sei 7 C C[xi, . . . ,Xk] ein homogenes Ideal mit der Primärzerlegung 7 = Q 1 fl . . . fl Q r , 
wobei Qi zum Primideal Vi gehört. Ebenfalls wie in [48], S. 49 erhält man 

(2.30) ho(I)=J2KQ)-h (V), 

Q 

wobei Q alle P-primären Komponenten von 7 mit K-dim Q = K-dim7 durchläuft. Insbe- 
sondere folgt aus (2.30) 

(2.31) ho(I) > /i (Rad(7)). 
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Da unser Ideal An C C[A, B,C, D] ungemischt ist, folgt umgekehrt An = Ra,d(AN), 
wenn wir ]i (An) = h (R&d(AN)) zeigen können. 

Sei 7 C C[A,B,C,D] ein homogenes Ideal mit Rn-i G 7, sei 7 = 7 H C[B,C,D] das 
Eliminationsideal. Definiere für / > 1 das homogene Ideal 7 als das Ideal, das von den 
Anfangskoeflizienten ipi der homogenen Polynome 

(2.32) ipi- A l + ^-i • Ä' 1 + ■ ■ ■ + in ■ A + V> G 7, ^eC[B,C,D] 
gebildet wird. Wir erhalten die aufsteigende Idealkette 

7 C h C h C ... C I s = I s+1 = ... mC[B,C,D}. 
Für unser spezielles Ideal 7 gilt 

(2.33) I N - 1 = I N = ... = C[B,C,D]. 

Beweis von (2.33): Das nach Voraussetzung in 7 enthaltende Polynom Rn-i hat nach [26], 
S. 42 die Gestalt R N -i = a ■ A N ~ l + • • • mit a G C, a + (q?' 1 = 2 JV " 1 • A N ~ r ). Ist 

ip G C[B, C, D] eine Form, so liegt wegen ^ • ip • Rn-i = ip • A N ^ H G 7 die Form ip 

in I N _ U d.h. = C[B,C,D]. 

Zählt man die über C linear unabhängigen Polynome vom Grad n in 7 ab, erhält man 
für n > N — 2 unter Ausnützung der Darstellung (2.32) und mit (2.33) 

AT-2 n 

dim c J (n) = dim c /W + ]T dim c 4™"^ + E dim c C[£, C, £>](""*>. 

k=l k=N-l 

Unter Verwendung von dim c C[A, B, C, D}^ = ££ =0 dim C[ß, C, D}^'^ folgt 

dimc(C[A, 5,0, £>]//)<"> = dim c (C[ J B, C, £>]//)(") +xfdim c (C[ J B,C, J D]/4)("- fe ), 

fc=i 

also 

JV-2 

p,(f) = W)+E^(*) + 

*;=i 

mit einem Polynom S(t). 2 Zusammen mit (2.24) ergibt sich für ein / < N — 2 

i 

(2.34) ^(7) = ho(I) + E MÄ) > h {I). 

k=l 

2 Beispiel TV = 3: Sei / = {R N _ lt R N+1 ) = (B+^A 2 , D+^AC). Dann I = (C 2 B+3D 2 ), 
Ii = (C,D), I 2 = I3 = ... = (1). Für die Poincarereihen gilt 

(l-t 2 )(l-t 4 ) _ l-^ 8 , (l-t 3 )(l-t 4 ) 

(1 - t)(l - t 2 )(l - t 3 )(l - i 4 ) (1 - t 2 ){\ - t 3 )(l - t 4 ) (1 - t 2 )(l - t 3 )(l - t 4 ) ' 
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Ist jetzt I = I(C N ) = R&d(A N ) 3 R N -i, so gilt / = Rad(^jv) n C[B,C,D] = 
(res^-Rjv-ij Rn+i)) für das Eliminationsideal. Denn es ist res^-Rw-i, Rn+i) £ Ä und 
umgekehrt folgt aus / G I(C N ) nC[B, C, D], daß / in I(C N ) = (res A (RN-i, Rn+i)) liegt. 
Wegen K-dim^ = 2 gilt ((R N -i) : (-Rjv+i)) = (-Rjv-i) und mit (2.26) daher 

fl _ t^-Mfl - t N+1 ) 



Da Rad(^47v) = (res^-Rjv-i, #jv+i)) homogen vom Grad iV 2 — 1 ist, hat man 



1 - 1^ 2 " 1 



P R^W)(0 = (l-t2)(l-t3)(l-t 4 ) ' alS ° /l «( RÄd (^)) = ^ " !• 

Zusammen mit (2.31) und (2.34) erhalten wir schließlich 



N 2 - 1 = > h (Rad(A N )) > h (R&d(A N )) = N — 1, 

d.h. ho(ÄN) = ho(R&d(ÄN)), w.z.b.w. ■ 

Kommen wir nun zu einer genaueren Untersuchung der Geschlechter, die zu den Spitzen 
der Modulkurven gehören. 



Für die Anzahl cu(N) der Spitzen der Modulkurve H/T^N) gilt (vgl. [22], S. 174): 
cu(2) = 2, cu(A) = 3, cu(N) = ]- ^ <p(n)ip(N/n) sonst, 

2 n|JV 

dabei ist cp die Eulersche ^-Funktion. 

Einer Modulform / zu Ti(iV) kann man die Werte in den Spitzen zuordnen, die bei 
ungeradem Gewicht allerdings nur bis auf ein Vorzeichen wohldefiniert sind. Die Ab- 
bildung $ : WJT r JW) -> CP 1,2 ' 3 ' 4 ,r ^ ( 9l (r) : ... : g 4 0")) aus Satz 2.3.2 ist wegen 
(<?i '■ Q2 '■ <?3 : 94) ~ (~Qi '■ I2 '■ —Q3 '■ Q4) auch in den Spitzen wohldefiniert. Uber die Werte 
von $ in den Spitzen von Ti(N) gibt der folgende Satz Auskunft. 

Satz 2.3.6 (s. [22], S. 124): Das Polynom S(z) = z^ + qiz 3 + q 2 z 2 + q 3 z + q A hat in den 
Spitzen von T i (A r ) die folgende Gestalt 

(i) S(z) = (z - k/N) 2 (z + (N- k)/N) 2 , mit < k < N 

oder (ii) S{z) = z 2 {z 2 + 2^—^z + 1), mit -y = e 2nil / N und ggT(l, N) = 1, 

1 + y 

bzw. im A,B,C, D-Koordinatensystem geschrieben 

(i')S(z) = ((- + ^) 2 -f) 2 , 
mit A = 2(1/2 - k/N), 0<k<N,B = 2undC = D = 
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oder (ii>) S(z) = (z + ^)-\b ( z + + AC (* + ^) + ^ " 2D ' 
n,rtA^^ y ,B^^^,C^f^undD^y-^±^, 
-y = e 2 * ü ' N und ggT(l, N) — 1. 

Die Werte der Spitzen vom Typ (i) liegen also alle auf der gewichtet projektiven Gera- 
den {C = D = 0} = CP 1 ' 2 . Über die zu den Spitzen gehörigen komplexen Geschlechter 
— Spezialfälle von ip N bzw. <p eU — informiert 

Satz 2.3.7: In den Spitzen nimmt das elliptische Geschlecht ip N einer komplex n- 
dimensionalen U -Mannigfaltigkeit X n die folgenden Werte an: 

(i) X (Xn, K k/N ) mit < k < N, 
dem Geschlecht, das zur Potenzreihe Q(x) = 1 _ x e - x e~ ( ^ k ^ N ^ x gehört 

oder (ii) x y (X n )/(l + y) n mit -y = und ggT(l, N) — 1, 



dem Geschlecht, das zur Potenzreihe Q(x) = 1+ i+ y ~ gehört. 
Definition 2.3.8: Sei A das Geschlecht, das zur Potenzreihe 



JB/2 ■ (x/2) 



sinh ( v / ß/2 • (x/2 
gehört. 3 

Die Potenzreihe zu A genügt der Differentialgleichung (2.2) mit C = D = und A läßt 
sich daher über (p ell faktorisieren. Man kann A also auch als das Geschlecht zur Kurve 
CP 1 ' 2 im A, £>-Koordinatensystem und zu der wie in Definition 2.3.3 gewählten Basisfol- 
ge W±, Wi, W3, W4, V5, ... auffassen. Die zugehörige multiplikative Folge von Polynomen 
erhält man aus der von <p e u, indem man C = D = setzt. 

Die Geschlechter, die zu den Spitzen von Typ (i) gehören, wollen wir nun zusammenfas- 
sen. Die Bilder unter $ der Spitzen vom Typ (i) auf der projektiven Geraden CP 1 ' 2 im A, 
^-Koordinatensystem sind nach Satz 2.3.6. (i') die Punkte P N>k := (2(1/2 - k/N)t : 2t 2 ), 

< k < N, wobei die Punkte P/v,fc und P N ^ N _ k zusammenfallen (setze t = —t). Sei 
[-1 

Mn = UfcLi -Pv.fc die Vereinigung der Punkte Pn,u- Die homogenen Polynome Tjv-i, die 
das Verschwindungsideal der Varietät M N im CP 1,2 erzeugen, haben offenbar die folgende 
Gestalt: 



N-l 



Ilfc=i (A 2 - 2(1/2 - k/N) 2 B) , falls N ungerade, 

A ■ IlL=i (A 2 - 2(1/2 - k/N) 2 B) , falls N gerade. 



i A(X) ist im wesentlichen das Hilbertpolynom von X. 
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Definition 2.3.9: Sei A N das Geschlecht, das zur Varietät M N C CP 1 ' 2 im A, B- 
Koordinatensystem und der Basisfolge W\, W 2 , W 3 , W 4 , V 5 , ... gehört. 

Lemma 2.3.10: Es gilt 

N-l 

KerÄ N = f) Ker X (X,K k/N ). 

k=l 

Beweis: Wegen Lemma 2.1.1 gilt Ker An = C\k=i Ker (pp N k . Nach Definition bedeu- 
tet X e Ker <p Plfik daß Ä(X) im Ideal (Ä 2 - 2(1/2 - k/NfB) (k ^ N/2) bzw. in (A) 
(k = N/2) liegt. Dies ist äquivalent zu X e Ker X (X,K k / N ) = Ker X (X, K^ N ~ k ^ N ) , 
denn für A = 2(1/2 - k/N)t und B = 2t 2 ist Ä das Geschlecht zu Q(X) = 
e (i/2-k/N)tx tx/2_ _ e -(k/N)tx_tx j homogen geschriebenen charakteristischen Po- 
tenzreihe von K k ' N ) = (-l) dim c X X (X, K^ N ~ k ^ N ). u 

Das Toddsche- oder arithmetische Geschlecht Td(X) erhält man aus dem universellen 
Geschlecht ip eü (X) für C = D = und A = 1, B = 2. 

2.4 Berechnung der Ideale /f' 1 , jf , /f und /f 7 '*, jf 7 , 

Mit den Ergebnissen aus dem letzten Abschnitt werden wir zeigen, daß die in Kapitel 1 
konstruierten Mannigfaltigkeiten ausreichen, die Ideale zu erzeugen. Umgekehrt erhalten 
wir eine Charakterisierung der komplexen elliptischen Geschlechter. 

Wichtiges Hilfsmittel ist 

Satz 2.4.1 (Hirzebruch [23], S. 58): Sei X eine N -Mannigfaltigkeit mit S 1 -Operation. 
Ist der Typ t der Operation ^ (mod N), dann gilt ^n{X) = 0. 

Das elliptische Geschlecht (p N der Stufe N ist strikt multiplikativ in U -Faserbündeln 
(d.h. Totalraum E, Basis B und Faser F sind U -Mannigfaltigkeiten mit verträglicher 
U -Struktur (s. [5], II (21.8))) mit N -Mannigfaltigkeiten F als Faser und kompakter zu- 
sammenhängender Liegruppe G von U -Automorphismen von F als Struktur gruppe. Also 
gilt insbesondere ^n{E) = ip N (F) • (p^(B). 

In [23] wird der Satz nur für komplexe Mannigfaltigkeit formuliert, in der Einleitung wird 
aber darauf hingewiesen, daß er auch für ^/-Mannigfaltigkeiten und ^-Operationen, die 
die stabil fastkomplexe Struktur respektieren, richtig bleibt. 

Korollar 2.4.2: Es gelten die beiden Inklusionen 

1. Jf^cKer^v und 2. jf C Kei<p N . 

Beweis: Zu 1. Eine iV-Mannigfaltigkeit X mit S^-Operation vom Typ t ist für n | N 
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auch eine n-Mannigfaltigkeit mit S^-Operation vom Typ t = 1 (mod n). Für t = 1 
(mod iV) folgt daher aus Satz 2.4.1 X £ f|«|jv Ker<^ n , wegen Lemma 2.3.4 X £ Ker^. 

n>l 

Zu 2. Sei X £ J^, also X = CP(E © F) getwistet projektives Bündel mit Ba- 
sis B und Faser CP Pj(? , N \ p — q. Der getwistet projektive Raum CP Pi<? läßt als ge- 
twistet projektives Bündel zu den trivialen Bündeln E' = C p und F' = C q über ei- 
nem Punkt nach Satz 1.3.6 ^-Operationen von beliebigem Typ zu. Satz 2.4.1 liefert 
(p n (X) = (p n (X) ■ </? n (CP P) q) = <p n (X) -0 = für alle n \ N, n > 1, da die Faser auch eine 
n-Mannigfaltigkeit ist. Wie in 1. folgt X £ Ker^jy. (Mit Hilfe des Residuensatzes kann 
man für n \ p — q unter Verwendung von (2.15) </? n (CP P)9 ) = auch direkt nachrechnen.) 

■ 

Damit können wir nun zeigen: 

Satz 2.4.3: Seien W 5 , W 6 , . . . die getwistet projektiven Bündel aus Abschnitt 1.4. Dann 
gilt fürt^O: 

jsu,t = jsu = w ^ } = Ker(ßeii |^^ c 

Beweis: Wir zeigen 

1. (W 5 , W 6 , . . .) C Jf u >\ (W 5 , W 6 , . . .) C Jf 7 , 

2. 1™'* C Kenp M \ n su® c , c Ker^ eH \ n su 9C , 

3. Ker^ | n ^ 8C C (W 5 , W 6 , . . .). 

Zu 1. Die Mannigfaltigkeiten W 5 ,W 6: . . . wurden in Abschnit 1.4 gerade so konstruiert 
(Lemma 1.4.7). 

Zu 2. Sei X n £ I^ u,t eine n-dimensionale S'fZ-Mannigfaltigkeit, sei N eine ganze 
Zahl teilerfremd zu t und größer als n + 1. Da eine S^-Mannigfaltigkeit auch eine TV- 
Mannigfaltigkeit ist, gilt X n £ ff'* mod N = l^" T ^ = Nach Korollar 2.4.2 ist 
<PN{X n ) = ir N o y? eM (X„) = 0. Mit Satz 2.3.5 folgt (p e u(X n ) £ Ker 7^ = (Rn^^n+i). 
Wegen N — 1 > n muß (p e u(X n ) = sein, da Rn-i und -Rat+i homogen vom Grad N — 1 
bzw. X + 1 sind. Analog hat man X n £ jf* 7 =>- X n £ =^ (^v(A„) = =>- y? e «;(X n ) = 
für iV - 1 > n. 

Zu 3. Nach 1. und 2. gilt (W5, Wq, . . .) C Kev(p e u \qsu^ c . Daher läßt sich (p e n über 
Qf u <g> C/(W 5 , W 6 , . . .) ^ C[W 2 , W 3 , W 4 ] faktorisieren: VeU = & eU o tt. Wegen Satz 2.2.3 
ist die Abbildung (p e u : Cf^, W3, W4] — > C[£>, C, D] ein Isomorphismus, d.h. insbesonde- 
re ist Ker (p eü \ a su^ c d Ker vr = (W 5 , W 6 , ...). m 
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Man kann daher die Mannigfaltigkeiten W 5 , Wq, ... für die in Definition 2.3.3 verwendeten 
Mannigfaltigkeiten V 5 ,Vq, . . . nehmen. 

Satz 2.4.4: Seien W$, Wq, . . . die getwistet projektiven Bündel aus Abschnitt 1.4. Dann 
gilt 

I?' 1 = = (CPn-i, CPjv+1,1, W 5 , Wq, ...} = Ker <p N . 

Beweis: Die Inklusionen (CPjv-i, CPjv+i,i, W 5 , Wq, . . .) C I^' 1 C Kerip N und 
(CPjv-i, CPjv+i,i, W 5 , Wq, . . .) C Jf C Ker (p N sind nach den Konstruktion in Abschnitt 
1.4 und Korrollar 2.4.2 klar; zu zeigen bleibt Ker^jy C (CPjv-i, CPjv+i,i, W§, Wq, . . .). 
Nach Definition ist (p^ = ttjv ° ^Peii und nach Satz 2.3.5 gilt Ker 717/ = (i2jv-i, Rn+i)- Der 
Kern von ip e u auf ganz 0% ^ q we gen (p e ii(Wi) = A und Punkt 3 des Beweises des 
letzten Satzes gerade (W 5 , Wq, . . .). Es genügt daher, die Inklusion 

(2.35) (ip ell (C'P N - 1 ),ip e ii(CP N+hl )) D (R N _!,R N+1 ) = KerTTjv 
von Idealen in C[A,B, C, D] zu zeigen. 

Da </? eH (CPjv-i) in {Rn-i, Rn+i) hegt und das Gewicht N — 1 hat, gibt es ein a G C mit 

(2.36) ^ e „(CP JV _i) = a-Ä JV _i. 

Wir müssen a ^ zeigen. Das Xy-Geschlecht ist, wie wir im vergangenen Abschnitt 
gesehen haben (Satz 2.3.6 und 2.3.7 (ii)), ein Spezialfall des universellen elliptischen Ge- 
schlechtes, läßt sich also über dieses faktorisieren. Wäre </? e ji(CPjv-i) = 0, so würde daher 
das Xy-Geschlecht von CP^i verschwinden. Es ist aber x y (CP V-i) = T^y) ^ ^ 
(vgl. [21], S. 15) — ein Widerspruch. 

Ebenso liegt das Polynom ip eU (GP n+i,i) vom Grad iV+ 1 in (Rn-i, Rn+i), so daß es sich 
in der Form 

(2.37) ^(CPjv+i,!) = (c • Ä 2 + d ■ B) ■ R N ^ + c" ■ R N+1 

mit c,c',c" G C darstellen läßt. Da <Peu(CPi) = A, ^,(CP 2 ) = \A 2 - ±B und 
<^ e //(CPAr_i) = a ■ Rn-i mit «^0 ist, können wir für (2.37) auch 

(2.38) ^(CPjv+x,!) = (ß ■ ^„(CPO + 7 • ^(CP 2 )) • ^i(CPjv-i) + 5 • Äjv+i 

mit /3, 7, 5 G C schreiben. Wir zeigen wieder 5^0. Dazu nehmen wir das Gegenteil an 
und versuchen ß und 7 zu berechnen. Wenn wir die Gleichung (2.38) für das Xy-Geschlecht 
spezialisieren, erhalten wir 

(ß(i - yf + 7(1 - y + y 2 ))( \"_ ( ( "_y ) = Xv(ciW) = ^F^p^ - 
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Für das letzte Gleichheitszeichen vgl. [19], S. 717. Es folgt ß(l - yf + 7(1 - y + y 2 ) = -y 
und damit ß — 1 und 7 = — 1. 

Setzen wir _ß = C = D = 0, erhalten wir einen anderen Spezialfall ipA von ip e u. 
Die zugehörige charakteristische Potenzreihe ist dann Q(X) = e~ x (s. Def. 2.3.8). Für 
A = 2 ergibt sich ^(CP n ) = (ef) n+1 [CP n ] = Koeff. von g n in e( n+1 ) 9 = ^±p, sowie 
^(ÖP Wil ) = (e^ 1 • (e-^[CP W!l ] = (-1)- Koeff. von g N ^ in = 
Wenden wir dies auf (2.38) für 6 = an, so gilt ((^) 2 - f )^y = ^ 5 = ]vTr 

Widerspruch für N > 2. 

Also ist 5^0, und die Gleichungen (2.36) und (2.38) ergeben zusammen die Behauptung. 



Die Ideale Zf^* mit t \ N, t ^ N genügen der Inklusion 



I?'*C fl Ker^ n , 

7l|JV 

n>l 
n/t 

wie sich analog zu Korollar 2.4.2 aus Satz 2.4.1 ergibt. 
Vermutung: Für alle Paare (N, t) mit N > 2, t | N, t ^ N gilt 

I?*= fl Kery? n . 

n\N 

n>l 
n\t 

Bei festem N wäre der Idealverband der 1^'* damit isomorph zum Teilerverband von N. 
Die Mannigfaltigkeiten, die für t > 1 zur Erzeugung der Ideale 7^'* fehlen, können wegen 
des letzten Satzes keine getwistet projektive Bündel sein. 

Um die Ideale 1^ und I^ u , die von zusammenhängenden N- bzw. S'fJ-Mannigfaltigkeiten 
mit effektiver ^-Operation erzeugt werden (keine Einschränkung an den Typ), zu be- 
rechnen, benötigen wir noch den folgenden 

Satz 2.4.5 (Hattori [18] und Kricever [28]): Sei X eine N -Mannigfaltigkeit mit 
effektiver S 1 -Operation. Dann gilt x{X, K k ' N ) = für < k < N. 

Korollar 2.4.6: Es gilt die Inklusion 7f C KerÄ N . 

Beweis: Lemma 2.3.10. ■ 
Satz 2.4.7: Seien W 3 , W 4 , W 5 , . . . die Mannigfaltigkeiten aus Abschnitt 1.4. Dann gilt 
jsufi = jSU = w ^ w ^ . . .) = Ker i \ n sv® c . 
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Beweis: Wir zeigen 

1. (W 3 ,W 4 ,W 5 ,...)cI* Ufi , 

2. I™>° C /f , 

3. If u C Keri \ a su 9C , 

4. Keri| n s Ü0C C <W 3 , W 4 , W 5 . . .). 

Zu 1. Nach Lemma 1.4.3 und Lemma 1.4.4 besitzen W 3 und W 4 effektive S^-Operationen. 
Diese S^-Operationen müssen den Typ haben, denn W 3 und W 4 können für t 7^ nicht 
in I su ' 1 liegen, da nach Satz 2.4.3 I^ u ' 1 = (W 5 , W 6 , . . .) gilt. Die Mannigfaltigkeiten W 5 , 
We, . . . besitzen nach Lemma 1.4.7 effektive S^-Operation vom Typ 0. 
Zu 2. Nach Definition. (Die Umkehrung C /f^' ist — anders als im Fall der N- 
Mannigfaltigkeiten - - nicht unmittelbar ersichtlich.) 

Zu 3. Folgt aus Satz 2.4.5, da X e Jf => X e I* und Ker X (X, K 1 / 2 ) = Keri. Statt 
Satz 2.4.5 kann man auch den Satz von Atiyah-Hirzebruch [2] verwenden, denn jede SU- 
Mannigfaltigkeit ist eine Spin-Mannigfaltigkeit. 

Zu 4. Das homogen geschriebene A-Geschlecht ist (p e u spezialisiert zu A = C = D = 0, 
was man z.B. aus Definition 2.3.8 sehen kann, indem man A = setzt. Nach 1. bis 3. gilt 
(W 3 , W 4 , W 5 ...)(ZÄ \ n su® c . Daher läßt sich Ä über ftf 7 <g> C/(W 3 , W 4 , W 5 . . .) = C[W 2 ] 
faktorisieren. Da Ä(W 2 ) = B, folgt Ä \ n su® c C (W 3 , W 4 , W 5 . . .). m 

Satz 2.4.8: Seien W 3 , W 4 , W 5 . . . die Mannigfaltigkeiten aus Abschnitt 1.4. Dann gilt 

I? = (CPjv.i, W 3 , W 4 , W 5 , ...) = KerÄ N . 

Beweis: Die Inklusion (CPjv-i, W 3) W 4) W 5: . . .) C I* C Ker A N ist nach der Konstrukti- 
on in Abschnitt 1.4 und Korrollar 2.4.6 klar, zu zeigen ist Ker Ä N C (CPat-i, W 3 , W 4 , W 5 , . . .). 

Nach Definition ist A N = /jLn°A, wobei fi N die Projektion fi N : C[A, B] — > C[A, B\/ (T w -_ 1 ) 
ist und Ä das universelle elliptische Geschlecht für C = D = 0, also Keri = 
(W 3 , VF4, W 5 , . . .). Wir müssen somit Ä(CP;v-i) = a ■ T N _i mit «^0 zeigen. 

Das Geschlecht i gehört zur Potenzreihe Q(x) = e^ A//2 ^ — V- 6 / 2 ^;/ 2 ) — _ x f f( x ) m Daher 

ta ^ V ' sinh( v /ß72(a;/2)) ,JV ' 

ist i(CPjv_i) = Koeff. von y N ~ l in g(y) = f~ 1 (y). Mit Schatten-Analysis kann man die 
Behauptung direkt folgern (vgl. [27] und [41], S. 67). 

Einfacher ist die folgende Überlegung, analog zum Beweis von Satz 2.4.4. Da 
A N {C¥ n~i) = 0, ist A(CPat_i) = a ■ T N _ X . Setzen wir B = 0, folgt wie dort 
i(CPjv-i) = ^ZT)T ± und daher a ± °- ■ 
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Das Geschlecht A N ist also das einzige rational kobordismustheoretische Hindernis für 
effektive S^-Operationen auf iV-Mannigfaltigkeiten. 4 

Wir haben mit Satz 2.4.4 eine geometrische Beschreibung des elliptischen Geschlechtes 
der Stufe N gegeben. Umgekehrt hat das rein geometrisch definierte Ideal I^' 1 etwas mit 
Modulkurven zu tun: 

W <g> C/I?' 1 C\W U W 2 , . . .]/{CP N - U CPjv+1,1, w 4 , W 5 , 
C[A,B,C,D]/(R N - h R N+1 ) = K(C N ). 

2.5 Die Starrheit des universellen komplexen elliptischen Ge- 
schlechtes bei S^-Operationen auf S^-Mannigfaltigkeiten 

In diesem Abschnitt werden wir das universelle komplexe elliptische Geschlecht einer SU- 
Mannigfaltigkeit als Potenzreihe schreiben mit Koeffizienten, die Indizes des getwisteten 
Dolbeault-Komplexes sind. Mit Hilfe dieser Darstellung können wir die Starrheit von (p e u 
bei S^-Operationen auf S'fJ-Mannigfaltigkeiten aus dem entsprechenden Resultat für ip N 
bei ^-Operationen auf ^-Mannigfaltigkeiten herleiten. Äquivalent dazu ist die Multi- 
plikativität von ip e u in [/-Faserbündel mit 5 [/-Mannigfaltigkeiten als Faser. Wir zeigen, 
daß sich jedes komplexe Geschlecht mit dieser Eigenschaft über (p eü faktorisieren läßt. 
Schließlich geben wir noch eine Charakterisierung des Xy~ Geschlechtes an. 

Das universelle komplexe elliptische Geschlecht einer «StZ-Mannigfaltigkeit ist nach 
Satz 2.2.4 ein Polynom, das nicht nicht von A abhängt, so daß wir im folgenden A = 
setzen dürfen, solange wir uns auf SU -Mannigfaltigkeiten beschränken. Weiter hatten wir 
gesehen (2.12), daß für feste komplexe Zahlen B, C und D die Differentialgleichung (2.2) 
die explizite Lösung 

(2.39) h(x) = + 

besitzt, falls die Diskriminante A = g\-TJg\ = -±B 3 C 2 +^BC 2 D+±B 2 D 2 -27C 4 -8D 3 
des Polynoms S(y) = — \By 2 + ACy + ^B 2 — 2D von Null verschieden ist. In die- 
sem Falle gibt es genau ein Gitter L in C und einen Punkt z E C/L, z ^ 0, so daß 

4 Es ist bekannt (vgl. [33] Theorem 11.15), daß das Ä/v-Geschlecht einer komplexen TV- 
Mannigfaltigkeit verschwindet, falls diese eine Ricci-positive Kähler Metrik zuläßt. Gibt es 
außer An weitere rational kobordismustheoretische Hindernisse ? Im Falle von orientierten 
Spin-Mannigfaltigkeiten ist das A-Geschlecht vermutlich das einzige derartige Hindernis 
für Ricci-postive Metriken. Denn vollständige Durchschnitte mit c\ > lassen nach Yau's 
Beweis der Calabivermutung Ricci-positive Metriken zu (vgl. [33], S. 298) und sie erzeugen 
wahrscheinlich den Kern von A in nf pm ® q. 
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(B,C,D) = (2Ap L (z), p' L (z), 6p 2 L (z) — (l/2)g 2 (L)), und umgekehrt gehört zu jedem sol- 
chen Paar {L,z) ein Tripel (B,C,D). 

Da ein Polynom in B, C und D schon durch seine Werte auf einer nichtleeren offenen 
Teilmenge des C 3 festgelegt ist, verlieren wir keine Information, wenn wir <p e ii{Xd) nur für 
solche komplexen Zahlentripel (B, C, D) betrachten, die zu einem Paar (L, z) gehören. 

Ersetzen wir das Paar (L,z) durch (\L,\z) für ein A G C*, so geht (B,C,D) in 
(\~ 2 B, A~ 3 C, \~ 4 D) über, die charakteristische Potenzreihe Q(x) von (p ell in Q(x/X) und 
daher (p eU (X d ) in \~ d ■ (p e u(X d ) (vgl. [26], S. 6). Beschränken wir uns daher auf normierte 
Gitter der Gestalt L = 2ni(Zr + Z), r e H, so verlieren wir nur einen uninteressanten 
Homogenitätsfaktor, wenn wir ip e u(X d ) als Funktion von r und z auffassen. (Man erhält 
ihn wieder zurück, wenn man tp e n wieder homogen schreibt.) 

Die Weierstraßsche Funktion p(r,z), ihre Ableitung p'(r,z) bezüglich z und die Git- 
terkonstante g 2 {r) sind als Funktionen auf H x C meromorphe Jacobiformen vom Ge- 
wicht 2, 3 und 4 (und Index 0) zur vollen Modulgruppe PSL 2 (Z) (vgl. [14] und [22] 
Anhang I). Abgesehen von gewissen Regularitätsbedingungen ist eine meromorphe Funk- 
tion $ : H x C — > CPi eine Jacobiform vom Gewicht k, falls sie die beiden folgenden 
Transformationseigenschaften besitzt: 

(1) $(r, x + u) = $(r, x) für alle u e 2vri(Zr + Z), 

d.h. $(r, .) ist bezüglich dem Gitter 27ri(Zr + Z) elliptisch 

(2 > *<?TTi-^>( CT + <i )" = *(^' füra " e (" 9 ePSi2(z) ' 

Sei J^(PSL 2 (Z)) die bezüglich des Gewichts graduierte C-Algebra der meromorphen Ja- 
cobiformen $(r, x) zu PSL 2 (Z), die in der zweiten Variable nur Pole im Gitter 27n(Zr+Z) 
besitzen. Da p, p' und g 2 in J^(PSL 2 (Z)) liegen 5 , können wir das universelle komplexe 
elliptische Geschlecht auch als den graduierten C-Algebrenhomomorphismus 

PeU^fOC- J?{PSL 2 {Z)) 

ansehen. 

In Abschnitt 2.3 hatten wir für festes q = e 2ntT , r 6 H die bzgl. x ganze Funktion 

oo 

$(t,x) = (l-e~ x ) -q n e~ x )(l -q n e x )/(l - q n f 

n=l 

Vermutlich gilt sogar jf (PSL 2 (Z)) ^ C[p, p',gi}. 
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definiert. 

Lemma 2.5.1: Die charakteristische Potenzreihe Q(x) des als Funktion von (r, z) £ HxC 
aufgefaßten komplexen elliptischen Geschlechtes ip e u von SU -Mannigfaltigkeiten besitzt 
die Produktentwicklung 

X ■ $(Y, x — z) 



Q(x) = e 



kx 



$(r, rr)$(r, —z) 

~ x ) TT - 

n=i 1 ~ <l ne ~ x 1 ~ (fe* 



e kx . x ^ + 1 + t/g n e^ 1 + y ^"e 1 



-{ {l+y) R — ra^ — ) • 

Hierbei sei q = e 2mT sowie y = —e z gesetzt und k eine von r und z abhängige Konstante. 

Solange wir uns auf Sfl-Mannigfaltigkeiten beschränken, können wir den Faktor e kx in 
der Produktentwicklung von Q(x) auch weglassen. 

Beweis: Die in C meromorphe Funktion Q(x) = e kx ist gerade so normiert, 

daß 1 der konstante Term der Taylorentwicklung im Nullpunkt ist. Wegen Lemma 2.2.1 
und (2.39) müssen wir also 

(2.40) h(x) = ± log f(x) = -k(r, z) + J-$(r, x) - ^$(r, x - z) 

= 1 p'(r,x) + p'(r,z) 
2 p(r,x) - p(r,z) 

zeigen. Dazu zeigen wir, daß die Ableitung der rechten und der linken Seite gleich ist, also 
—k(r, z) eine Integrationskonstante ist. 

Die rechte Seite von (2.40) ist eine bzgl. dem Gitter L = 2ni(Zr + Z) elliptische Funktion 
mit einfachen Polen bei und z mit den Residuen 1 und —1 (s. [26], Lemma 1.1.1). Die 
Ableitung hat daher die Haupteile — und ■ Genauer lautet die Laurententwicklung 
im Nullpunkt + p(r,z) + 0(x) ([26], S. 4). 

Um die Ableitung der linken Seite von (2.40) zu untersuchen, verwendet man die Bezie- 
hung J^log$(T, x) = —p(r,x) + c(t). Denn $(r, x) ist bis auf einen Exponentialfaktor 
e ax 2 +bx Weierstraßsche cr-Funktion, und für diese gilt log cr(r, x) = —p(r,x) ([22], 
S. 157). Die Ableitung der linken Seite ist somit —p(r,x) + p(r,x — z). Da p(r, x) die 
Laurententwicklung \ + 0(x 2 ) besitzt, stimmen die Hauptteile auf der rechten und lin- 
ken Seite überein, d.h. sie sind bis auf eine Konstante gleich. Diese verschwindet aber, 
da die konstanten Glieder p(r, z) und p{r, —z) der Laurententwicklungen im Nullpunkt 
gleich sind. ■ 
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Sei E ein komplexes Vektorbündel vom Rang r über einer ^-Mannigfaltigkeit X. Definiere 
dann 

oo 

A t (E) : = 0A k £-t fc 
fc=o 

sowie 

oo 

S t (E) :=($S k E-t k 

k=0 

als die Potenzreihe in t, deren Koeffizienten die äußeren bzw. symmetrischen Potenzen 
von E sind. Ist c(E) = 117=1 (1 + Xi) £ H*(X, Z) die Zerlegung der totalen Chernklasse in 
formale Wurzeln, so gelten in H*(X, Z)[[t]] für den Cherncharakter die folgenden Formeln 
(vgl. [22], S. 15 f.) 

oo r 

(2.41) ch(A t (£)) := J2 ch(A k E) ■ t k = J](l + t ■ e Xl ) 

oo 

(2.42) ch(S t (E)) := £ ch(S k E) ■ t k 

k=0 

Weiter benötigen wir noch die beiden Beziehungen 

(2.43) ch(E © F) = ch(E) + ch(F) 

(2.44) ch(E ® F) = ch(E) ■ ch(F) 
für ein zweites komplexes Vektorbündel F über X. 

Über der U -Mannigfaltigkeit X hat man den durch die [/-Struktur gegebenen Dolbeault- 
Komplex, den man mit dem komplexen Vektorbündel E „twisten" kann. 

Für den Index des x(^> E) des so erhaltenen „getwisteten" Dolbeault-Komplexes liefert 
der Atiyah-Singer-Indexsatz die Formel 

(2.45) X (X,E) = Td(TX) • ch(E)[X}. 

Dabei ist Td(X) die totale Toddklasse von X und ch(E) der Cherncharakter von E 
(vgl. [22], Kap. 5). 

Schließlich setzen wir noch 

Xy (X d , E) ■= x (X d , A y (T'X d ) ®E):=-£ x ( Xi , AT X d E) ■ y*. 



t ■ e a 
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Lemma 2.5.2: Für eine d-dimensionale SU -Mannigfaltigkeit X d gilt mit den Bezeich- 
nungen wie in Lemma 2.5.1 und der Abkürzung T für das stabil fastkomplexe Tangenti- 
albündel von X d die Darstellung 



CO 



Xy(q,£X d ) = Xy (Xd,(g)hy q r>T*®(g)A y -i qn T®<g)S q n(T®T*)) 



n=l 



(2.46) = ip ell (X d )-$(T,-z 



,d 



Die linke Seite der Gleichung ist dabei so zu verstehen, daß man das Produkt (2)^Lo A^T* 
® <S>n=i K~H nT <g> ®£° =1 S q n(T © T*) in eine Reihe E„=i E|;|< Cn Rn,iV i q n entwickelt (was 
stets eindeutig möglich ist, da die Koeffizienten von q n stets Laurentpolynome in y sind), 
wobei die R n ^ zum stabilen fastkomplexen Tangentialbündel von X d assozierte komple- 
xe Vektorbündel sind, und man dann gliedweise den Index berechnet. Ebenso entwickele 
man die rechte Seite in eine Reihe in y, y~ x und q. 

Der Ausdruck (2.46) wurde mit Xy(<l, £X d ) bezeichnet, da er formal als das äquivariante 
X y - Geschlecht des freien Schleifenraumes CX d von X d interpretiert werden kann, auf dem 
q G S 1 durch Reparametrisierung der Schleifen in natürlicher Weise operiert. 

Beweis: Mit Hilfe des Atiyah-Singer-Indexsatzes (2.45) und den Formeln (2.41), (2. 42), (2.43) 
und (2.44) für den Cherncharakter erhält man für die linke Seite von (2.46) 

oo oo oo 

(2.47) X y(q,£Xd) = Td(X d )-ch(®A yq nT*®®A y -i qn T®®S q n{T®T*))[X d ] 



n=0 n=l n=l 

Xi _ x -S- 1 + yq n e~ Xi l + y~ 1 q n e Xi 



i=i 1 c 71=1 1 



qn e -Xi i _ qn e xi 



wobei wieder x±, . . ., x d die formalen Wurzeln der Chernklasse von X d sind. Obwohl sich 
die Strukturgruppe von TX d nicht notwendig nach U(d) reduzieren läßt, reichen d forma- 
le Wurzeln, da der sich aus dem Produkt ergebende Ausdruck in den Chernklassen für d 
oder mehr Faktoren der gleiche bleibt. 

Nach Lemma 2.5.1 ist (2.47) bis auf den Skalierungsfaktor $(r, — z) d das komplexe ellip- 
tische Geschlecht (f e u(X d ) von X d . ■ 

Da der Index eines elliptischen Komplexes stets eine ganze Zahl ist, hat man als 

Korollar 2.5.3: Die Potenzreihe x y (q, £X d ) = (p e u(X d ) ■ $(r, -z) d liegt in Z[y,y' l ][[q}}. 

Ebenso läßt sich (p e u(X d ) selbst als Element von Z [[?/]] [[q\] schreiben, denn der Ska- 
herungsfaktor $(r, -z)' 1 = ^ rC =1 (1+ ^ K ff- V) üßgt m Zy]^ 1 ] [[q]]. 
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Bezeichnen wir mit Jf(PSL 2 (Z)) diejenigen Jacobiformen von J^(PSL 2 (Z)), die eine 
ganzzahlige Fourierreihenentwicklung in y und q besitzen, so ist ip e u ein graduierter Ring- 
homomorphismus 

Vell : nf u - J?(PSL 2 (Z)). 

Beispiel W 2 : Das elliptische Geschlecht von W 2 besitzt nach [22], S. 144 Lemma 3.3 die 
folgende Reihenentwicklung: 

<Peu(W 2 ) = 24 p{r,z) 

= 24 f — ^- + f)(£ d((-y) d + {-y)- d ))q n + 1(1 - 24 £ «r.Wg»)] . 

yi 1 + yj „=i d | n iZ n =i j 

Für das unskalierte elliptische Geschlecht folgt 

Xy (q,CW 2 ) = 24p(t,z)-$(t,-z) 2 

= 2y 2 - 20y + 2 + (1 + y) 2 (-20y- 1 - 88 - 20y) q 
. ' . ' 

=Xy{W 2 ) =Xy(W2,T*®T®T*y®Ty- 1 ) 

+ (1 + y) 2 (2y- 2 - 220t/" 1 - 588 - 220y + 2y 2 ) q 2 + ... 

" * ' 

= Xy(W 2 ,T* © T ffi 5 2 T* 5 2 T © 2 ■ T* ® T © (T* © T* © (T* © T))j/ 
ffi(T © T ® (T © T*))y~ 1 © A 2 T*y 2 © A' 2 Ty~ 2 ) 

Man sieht an diesem Beispiel auch, daß die Abbildung </? eH : fif 7 — > Jf(PSL 2 (Z)) nicht 
surjektiv ist, da ^(p e ii(W 2 ) G Jf(PSL 2 (Z)), es aber, wie in Abschnitt 1.4 gezeigt, keine 
S'fJ-Mannigfaltigkeit mit den Chernzahlen von IfW^] gibt. 

Operiert auf einer ^-Mannigfaltigkeit X eine S 1 , die die [/-Struktur respektiert, so ope- 
riert die S 1 auch auf den Bündeln R n i sowie auf den Kohomologiegruppen des getwisteten 
Dolbeault-Komplexes. Identifiziert man die S* 1 mit {A G C | |A| = 1}, so ist der Cha- 
rakter des ^-Moduls H q (X ) R nyi ) für A G S 1 eine endliche Laurentreihe in A. Bildet 
man schließlich die alternierende Summe der H q (X, Rn,i), so bekommt man den als äqui- 
varianten Index bezeichneten virtuellen ^-Charakter x(A, X, R nii ) G -R(5' 1 ) = Z[A, A -1 ]. 

In Verallgemeinerung der Geschlechter der Stufe N gilt der 

Satz 2.5.4: Das universelle komplexe elliptische Geschlecht ist starr hei S 1 -Operationen 
auf SU -Mannigfaltigkeiten, d.h. der virtuelle S 1 -Charakter x(A, X, Rn,j) G C[A, A _1 ] ist 
für alle n und i trivial. 6 

6 Dieser Satz wurde auch unabhängig von Kricever bewiesen (vgl. [29]). Satz 2.5.2 be- 
antwortet die dort gestellte Frage nach einer Darstellung von ip eU durch Indizes elliptischer 
Komplexe. 
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Beweis: Mit R n := E|i|< c „ Rn,i • y i gilt 

oo 

ip ell (X d ).$(T,z) d = Yl E x(X d ,R n ,i)y i q n = x(X d ,R n )q n . 

n=0 \i\<Cn 

Das elliptische Geschlecht (p e u(X d ) einer S'fJ-Mannigfaltigkeit X d für z = ^ bzw. y = 
— e 2 ^ ist gerade das elliptische Geschlecht ip^ der Stufe AT (s. S. 43, Gleichung (2.14)). 

Nach [23] (vgl. auch Satz 2.4.1) ist tp^ starr bei ^-Operationen auf iV-Mannigfaltigkeiten, 
also insbesondere bei «^-Operationen auf S'fJ-Mannigfaltigkeiten. Dabei bedeutet Starr- 
heit, daß für alle n > der virtuelle ^-Charakter 

x(X,X d ,R n )eZ[y][\,\-l], 

aufgefaßt als Laurentreihe in A mit Koeffizienten in Z[y], y — —e^r in A konstant ist. 
Nun ist (y wieder unbestimmt) 

X (\,X d ,R n )= ]T x(K X d , Rn^y 1 — £ fe^V U*. 

\i\<C„ \i\<On \ j ) 

Aufgrund der Starrheit von ip N gilt 

£ ■ y % — für j ^ und — y = e^t . 

l*l<Cn 

Da dies für alle N >2 gilt, folgt 

4 n) = für j ^ 0, 

also 

X(A, X d , R nji ) = £ ag° A J = a%\ 
j 

d.h. x(A, X d , R nt i) ist konstant in A. ■ 

Korollar 2.5.5: Das universelle komplexe elliptische Geschlecht ist multiplikativ in U- 
Faserbündeln mit SU -Mannigfaltigkeiten als Faser und kompakter zusammenhängender 
Liegruppe von U -Automorphismen der Faser als Strukturgruppe. 

Das Korollar folgt auch direkt aus dem entsprechenden Resultat (Satz 2.4.1) für ?7-Bündel 
mit A^-Mannigfaltigkeiten als Faser: Für ein Faserbündel E mit Basis B und SfAFaser F 
gilt für alle N nach Satz 2.4.1 ip N {E) = ip N (B) -ip N {F), d.h. [E] — [B] ■ [F] G Kenp N . Daher 
ist [E] — [B] ■ [F] G r\ N > 2 Kerip N = C\ N > 2 Ker(p N = Ker ip ell , also ip eU (E) = ip eU (B)-ip ell (F). 

Wie der nächste Satz zeigt, ist ip e u durch diese Eigenschaft eindeutig charakterisiert. 
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Satz 2.5.6: Sei p ein komplexes Geschlecht, das multiplikativ in U -Faserbündeln ist mit 
SU -Mannigfaltigkeiten als Faser und kompakter zusammenhängender Liegruppe von U - 
Automorphismen der Faser als Struktur gruppe. Dann läßt sich ip über das universelle 
komplexe elliptische Geschlecht (p elt faktorisieren, d.h. zu p : Q% Q \^ existiert ein 
graduierter C- Algebrenhomomorphismus ß : C[A, B,C, D] — > A* mit <p — ß o <p eU . 

Beweis: Es genügt offenbar, Kerip e u C Kerp zu zeigen. Wegen Satz 2.4.3 und p e u(Wi) = 
A gilt Ker ip eU = (W5, W^, . . .). Nach Konstruktion sind für n > 2 die Mannigfaltigkeit- 
en W 2n +i und W 2n+2 getwistet projektive Bündel mit Faser CP ni „. Ist 5 der Erzeuger 
von #*(CP ni „,Z) = #*(CP 2 „_i,Z) = Z[#]/(# 2n ), so ergibt sich für die Chernklasse 
c(CP„ j7l ) = (1 + g) n (l — g) n = (1 — g 2 ) n . Es verschwinden daher alle Chernzahlen von 
CP„ jn und damit auch alle Geschlechter. Für ein multiplikatives Geschlecht p gilt also 
(p(W 2n +i) = y?(Basis) • <p(CP n ,„) = und ebenso p(W 2n+2 ) = 0, d.h. (W 5 , W 6 , . . .) C 
Ker tp. m 

Der Koeffizient von q° in der Potenzreihenentwicklung des unskalierten universellen kom- 
plexen elliptischen Geschlechts p> ell (X d )-$(T, -z) d =Y^ =Q E|i|< Cn x( x d, R n ,i)y l q n einer SU- 
Mannigfaltigkeit ist nach Lemma 2.5.2 gerade das Xy~ Geschlecht. Von ihm ist bekannt, daß 
es sogar starr bei S^-Operationen auf beliebigen [/-Mannigfaltigkeiten ist (vgl. [19, 22]) 
und — was äquivalent dazu ist — multiplikativ in [/-Bündeln. Der nachfolgende Satz 
zeigt, daß diese Eigenschaft das %^-Geschlecht charakterisiert. 

Satz 2.5.7: Sei p ein komplexes Geschlecht, das multiplikativ ist in U -Faserbündeln mit 
kompakter zusammenhängender Liegruppe von U -Automorphismen der Faser als Struk- 
turgruppe. Dann läßt sich p über das Xy-Geschlecht faktorisieren. 

Beweis: Das homogen geschriebene ^-Geschlecht erhält man aus dem universellen kom- 
plexen elliptischen Geschlecht, das im gx,^,^, ^-Koordinatensystem geschrieben sei, 
wenn man g 3 = g 4 = setzt. Dies ergibt sich wie folgt: 

Sei 4>v((q 3 ,q4,)) das Geschlecht nop eUy wobei n die Projektionsabbildung n : C[qi, q 2 , q%, q±] — > 
92, 93, 94]/ (93, 94) — C[qi,q 2 ] ist. Dann bestimmen sich die Geschlechter Xy un d 
^v((gs,94» gegenseitig: 

Setzt man q 1 = 2(1 — y) und q 2 = (1 + y) 2 , so erhält man für das Polynom S(z) aus der 
Differentialgleichung (2.2) 

S(z) = z A + 2(1 -y)z 3 + (l + y) 2 z 2 . 
Die Lösung Q(x) der Differentialgleichung (2.2) ist gerade die charakteristische Potenz- 
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reihe für das Xjr Geschlecht (s. [22], S. 124, vgl. auch Satz 2.3.6 und Satz 2.3.7). Sind 
umgekehrt für eine n-dimensionale [/-Mannigfaltigkeit in dem Polynom <py^ q3m ^{X n ) = 
J2i+2j=n a i ( li ( l2 die Unbestimmten q 1 und q 2 durch 2(1 —y) bzw. (1 + y) 2 ersetzt, so kann 
man aus diesem Polynom in y die Koeffizienten wieder induktiv bestimmen und damit 
auch (j) V{{qzm)) (X n ). 

Es gilt also insbesondere 

(2.48) Ker Xy = Ker <pv(( qs , g4 )) ■ 

Wir können daher Xy auch als das Geschlecht ansehen, das zur Varietät V((q3,q^)) = 
CP 1 ' 2 C CP 1 ' 2 ' 3 ' 4 gehört. 

Sei nun <p : f2^©C — > A* ein Geschlecht, das multiplikativ in ?7-Faserbündeln ist (mit zu- 
sammenhängender kompakter Liegruppe von U- Automorphismen der Faser als Struktur- 
gruppe), also inbesondere in solchen Faserbündeln mit SCZ-Mannigfaltigkeiten als Faser. 
Nach Satz 2.5.6 läßt sich <p über <p e u faktorisieren: <p = fioip eU mit ß : C[A, B, C, D] — > A*. 
Damit sich ip über Xy faktorisieren läßt, müssen wir wegen (2.48) Ker/z D ((73,(74) zeigen. 

Für ein [/-Bündel £ mit Totalraum E(£), Basis B(£) und Faser F(£) ist (p(E(£)) = 
<p(B(£)) ■ tp(F(0) äquivalent zu <p e ii{E{i)) - ip M {B{£)) ■ tp e ii(F(0) e Ker//. Sei £ 3 das 
projektive Bündel CP(K © K 2 ) zu dem Vektorbündel K@K 2 über dem CP 2 ; sei £ 4 das 
projektive Bündel CP(A'©ec©e c ) zu dem Vektorbündel K®e 2 c über dem CP 2 . Hierbei 
steht K für das Determinantenbündel des Tangentialbündels des CP 2 . Setzt man noch 
[Qi] := [E(£i)] — [B(^i)] ■ [Ffa)] für % — 3, 4, so erhält man nach einer einfachen Rechnung 
— analog zu der in Abschnitt 1.4 durchgeführten — 

VeiidQs}) = ^(2A 3 -AB + l6C) = ^q 3 , 

Veiiim) = ^(36A 4 -20A 2 B + 384AC + B 2 - USD) = ^ gi q 3 + ^g 4 , 

d.h. Ker/xD {^eii{[Qz])^eii{[Qi])) = (93,94)- ■ 

Das Geschlecht </V((A)), das zur Diskriminantenfläche V((A)) C CP 1 ' 2 ' 3,4 gehört (und zur 
Basisfolge W\ W 2 , ■ ■ . und dem A,B,C, D-Koordinatensystem; A = g\ — ¥lg\ Diskriminan- 
te von S(y)), ist das getwistete Xy-Geschlecht Xy{ - ,K r )i über das sich alle „klassischen" 
Geschlechter wie Signatur, Toddgeschlecht, A-Geschlecht und Eulercharakteristik fakto- 
risieren lassen. Projiziert man die Fläche V((A)) in die Ebene {A = 0} = CP 2 ' 3 ' 4 , so 
erhält man die Kurve V"((A)) C CP 2 ' 3 ' 4 vom Grad 12, deren Verschwindungsideal eben- 
falls von A e C[B, C, D] erzeugt wird. Diese Projektion entspricht der Einschränkung des 
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Geschlechtes auf flf u <g> C. Es gilt also 

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer Ubersicht der wichtigsten in der Arbeit verwen- 
deten Geschlechter und zugehörigen Varietäten: 
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Kapitel 3 



Das Verhalten des elliptischen Geschlechtes beim 
Aufblasen 



Beim Prozeß des Aufblasens einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit X entlang einer 
komplexen Untermannigfaltigkeit Y wird anstelle von Y das projektive Bündel CP(z/) des 
Normalenbündels v von Y in X „eingeklebt". Für die so erhaltene Mannigfaltigkeit X ist 
bekannt, daß ihr Toddsches Geschlecht Td(X), das zur Potenzreihe Q(x) = x * e - x gehört, 
gleich dem von X ist (vgl. [21], S. 176). Das Toddsche Geschlecht ist auch das einzige 
Geschlecht mit dieser Eigenschaft (vgl. [22], S. 123). Für eine projektiv algebraische Man- 
nigfaltigkeit X kann die Invarianz des Toddschen Geschlechts auch aus der birationalen In- 
varianz der Hodgezahlen h°' p = h p '° = dim c T (X, A P T*X) erhalten werden, da nach dem 
Satz von Riemann-Roch-Hirzebruch das arithmetische Geschlecht xPO — J2 p >o(~ ^) p h°' p 
gleich dem Toddschen Geschlecht Td(X) ist. 

In diesem Kapitel wird gezeigt, daß sich das in Kapitel 2 eingeführte komplexe elliptische 
Geschlecht <p n der Stufe N beim Aufblasen nicht ändert, falls codimc Y = 1 (mod N) 
ist. Dazu werden in Abschnitt 3.1 die benötigten Begriffe bereitgestellt, und die bekann- 
te Beziehung zwischen den Chernklassen von X und X angegeben. In Abschnitt 3.2 wird 
mit Hilfe dieser Formel das elliptische Geschlecht von X berechnet. 

3.1 Das Aufblasen und die Chernklasse 

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Beziehung zwischen der totalen Chernklasse der auf- 
geblasenen Mannigfaltigkeit X und der totalen Chernklasse von X herzustellen. Wich- 
tigstes Hilfsmittel ist dabei der Satz von Riemann-Roch-Grothendieck für Einbettungen 
von komplexen Mannigfaltigkeiten, wie er von Atiyah-Hirzebruch bewiesen wurde [3]. 
Alle in diesem Kapitel auftretenden Mannigfaltigkeiten seien als zusammenhängend und 
komplex vorausgesetzt. Für eine Erläuterung der folgenden Begriffe vergleiche [21], § 23. 

Sei K U (M) die Grothendieck-Gruppe der kohärenten analytischen Garben über der kom- 
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pakten Mannigfaltigkeit M, sei K' W (M) die Grothendieck-Gruppe der holomorphen Vek- 
torbündel über M. Von der kanonischen Abbildung j : K' U (M) -> K U (M), [E] i-> [ß(#)], 
welche einem Vektorbündel die Garbe der Keime von holomorphen Schnitten zuord- 
net, ist bekannt, daß sie, zumindest falls M algebraisch ist, ein Isomorphismus ist. Der 
Cherncharakter eines Vektorbündels E hängt nur von seiner Klasse [E] in K' U (M) ab, 
ist damit also ein wohldefinierter Homomorphismus ch : K' U (M) — > H*{M, Q). Die to- 
tale Chernklasse ist ein Homomorphismus in die Gruppe der multiplikativen Einheiten 
von H*(M,Z). Für eine holomorphe Abbildung h : M — > N haben wir die Abbildung 
h* : K' U (N) — > K' U (M), die durch das Zurückholen von Bündeln induziert ist, sowie die 
Abbildung : K U (M) -> K U1 (N), [T] ^ E^-l^/i^T)]. Dabei ist &K(T) die 
zur Prägarbe [/ h- > H t (h~ 1 (U),T) assoziierte Garbe. Zusammen mit dem Zurückholen 
von Bündeln bzw. dem Pushforward ist if^(-) — -fC(-) (M algebraisch) ein kontrava- 
rianter bzw. kovarianter Funktor, d.h. ist k : V — > L eine weitere Abbildung, so gilt 
(/c o /&)* = h* ok* und (/c o ft,)i = fc; o /ii. In der Kohomologie (mit Z- oder Q-Koefnzienten) 
gibt es die analoge Abbildung h* : H*(N) — > H*(M) sowie die Umkehr- oder Gysinab- 
bildung /i* : H*(M) — > H*(N), die ein if *(iV)-Modul- Homomorphismus ist, falls wir 
if*(M) vermöge /i* als #*(iV)-Modul auffassen, d.h. für x e H*(N), y e H*(M) gilt 
K(h*(x) ■ y) = x ■ K(y). 

Ist die Abbildung /i eine Einbettung komplexer Mannigfaltigkeiten, so gilt der Satz von 
Riemann- Roch-Grothendieck, welcher in der üblichen Form geschrieben mit a G K' U (M) 
die folgende Gestalt hat: 1 

(3.1) ch{h x {a)) ■ Td(N) = h(ch(a) ■ Td(M)). 

Für die totale Chernklasse selbst gilt die folgende Beziehung: 

Satz 3.1.1 (s. [3]): Sei h : M — > N eine Einbettung von kompakten komplexen Mannig- 
faltigkeiten, sei v das komplexe Normalenbündel von M in N mit Rang n und a G K' W (M) . 
Dann gilt 

n \ i , / c ( a ) * cik-yv*) - 1. 
c{ho) = 1 + h*(— / n )• 

Dabei steht c(E) * c(F) für das universelle Polynom in den Chernklassen von E und F 
der Chernklasse des Tensorprodukts E®F, und es ist A t (is*) := £~ AV* t* G K' u (M)[t]. 

Ist i/ ein Linienbündel, vereinfacht sich der Satz 3.1.1 zu 

p.2) c(M=1+A .( ( i ) (n( r i±^-)-i)), 

1 Für eine Einbettung h ist die Chernklasse von h\{a) e K UJ (M) definiert (s. [3]). 
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wobei c(a) = l\l=i(^+yi) die Zerlegung in die formalen Wurzeln yi, . . . ,y m und v := c\{u) 
ist. Beachte: der Faktor 1/v kürzt sich heraus. 

Wir kommen nun zur Erläuterung des Aufblasens. Sei X eine komplex n-dimensionale 
kompakte Mannigfaltigkeit und Y eine /c-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit. 
Die Kodimension von Y bezeichnen wir mit q = n — k. Sei U eine holomorphe Koordi- 
natenumgebung eines Punktes p £ Y C X mit Koordinaten z = (z±, . . . ,z n ), wobei die 
Untermannigfaltigkeit {x e U | Z\{x) — . . . — z q (x) = 0} gerade U D Y sei. Betrachte das 
Produkt U x CP 9 i mit den homogenen Koordinaten {t\ : . . . : t q ) für den CP ? _i. In ihm 
liegt die Untermannigfaltigkeit 

W = {(x,t) e U x CP^_i | Zi(x)tj = Zj(x)ti, 1 < % < j < q}. 

Die aufgeblasene Mannigfaltigkeit ist nun eine komplexe Mannigfaltigkeit X mit Projek- 
tionsabbildung / : X — > X, so daß für einen Punkt p G Y und für eine Koordinatenum- 
gebung U um p das Urbild /~ 1 (?7) gleich 1U ist und der Projektion / die Projektion von 
U x CPg_i auf die erste Komponente entspricht. Für Umgebungen U in X, welche Y 
nicht treffen, sei / -1 (£/) biholomorph äquivalent zu U. Die Konstruktion ist unabhängig 
von den gewählten Koordinatenumgebungen, so daß X global definiert werden kann. 

Sei % : Y — > X die Einbettungsabbildung, sei v das komplex analytische Normalenbündel 
von Y in X und sei g : F — > Y das assoziierte projektive Bündel mit Faser CP ? _i. Es 
existiert dann eine Einbettung j : Y — > X, so daß das folgende Diagramm kommutiert: 

(3.3) |, |/ 

y -U x . 

Das Bündel y ist eine k + q — 1 = n — 1 dimensionale Untermannigfaltigkeit von X. Sei 
X das zugehörige eindimensionale Normalenbündel. Weiterhin betrachten wir noch das 
Bündel Y A entlang der Fasern zu g : Y — > Y. 

Es gelten offensichtlich die folgenden Beziehungen 



(3.4) i*TX = TY © v 

(3.5) TY ^ ^*ry © y A 

(3.6) j*TX = TY © X 

(3.7) #VTX = ^*Ty © g*(v) = ff*TX, 



dabei sind alle Bündel als differenzierbare Bündel aufzufassen. 
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Weiterhin benötigen wir das folgende Lemma von Porteous [39] , welches das Tangential- 
bündel von X mit dem von X in Beziehung setzt. 

Lemma 3.1.2: In K W (X) gilt ü(f*TX) - Ü(TX) = j x (g*v - N). 

Sei nun u G H 2 (X, Z) die zu Y Poincare-duale Kohomologieklasse und v die erste Chern- 
klasse des Normalenbündels N. Es gelten die Beziehungen 

(3.8) f( u ) = v = Cl (N), j.(l) = u. 
Weiter hat man für a,b G H* (Y) noch 

(3.9) j*(a)-j*(b)=j*(a'b-v). 
Wenden wir nun Satz 3.1.1 auf Lemma 3.1.2 an, so erhalten wir 

JL- 1 + Xi — V 1 + V _\\ 



(3.10) c(X)/f*c(X) = 1 + j. ^(1) 1± 



+ Xi 1 + v - V 



= 1 + j ( l)( (1+ „)nui 



\ g c[u) J J 

wobei g*c(v) = Y\(l die Zerlegung in die zurückgeholten formalen Wurzeln des Nor- 
malenbündels v ist. Wegen (3.3) gilt 

ff*c(X) = g*c(Y) ■ g*c(v) 

oder 

__ = g*c(Y) ■ ). 
g*c(u) f*c{X) 

Damit erhalten wir als endgültige Formel (vgl. [39, 47]) 
Satz 3.1.3: 

c(X)/fc(X) = 1 + j. (i 1 -) (^y) ' 9*c(Y)(l + v) f[(l + x i -v)-l^. 
3.2 Die Invarianz des elliptischen Geschlechtes 

Der im vergangenen Abschnitt bewiesene Satz 3.1.3 wird nun zum Beweis des folgenden 
Satzes verwendet. 

Satz 3.2.1: Sei X die Aufblasung der kompakten komplexen Mannigfaltigkeit X ent- 
lang der Untermannigfaltigkeit Y . Falls die komplexe Kodimension von Y der Bedingung 
codim c Y = 1 (mod N) genügt, gilt für das komplexe elliptische Geschlecht der Stufe N 
die Gleichung ip N (X) = ip N (X). 
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Bemerkungen: 

1. Für codim c Y — 1 ist der Satz trivialerweise richtig, da dann X — X. 

2. Aus der Bedingung codimc Y = 1 (mod N) folgt codimc Y = 1 (mod n) für alle 
n | N, also gilt dann für alle n \ N, n > 1: ip n {X) = ip n (X), d.h. (p^^X) = <pn(X). Der 
Satz bleibt richtig, wenn man </?i als das Toddsche Geschlecht definiert. 

3. Das Xy-Geschlecht ist, wenn — y eine N-te Einheitswurzel ungleich 1 ist, bis auf einen 
Faktor (1 + y) dim c^ der Wert von (p N in einer Sorte von Spitzen von Ti(N) (vgl. Ab- 
schnitt 2.3). Für — y = 1 erhält man die Eulercharakteristik, welche keine Invariante beim 
Aufblasen ist. 

4. Die Signatur ist das x^-Geschlecht für — y = —1. Deren Verhalten beim Aufblasen ist 

aber bekannt (vgl. [15], S. 293). Man hat 

/ _ J sign(X), falls codim c Y ungerade, 

S1 S \ sign(X) — sign(V), falls codimc Y gerade, 

was im ungeraden Fall mit unserem Satz übereinstimmt. 



5. Eventuell kann man den Prozeß des Aufblasens auch für fastkomplexe oder stabil 
fastkomplexe Mannigfaltigkeiten definieren. Der Satz 3.1.1 gilt auch für differenzierbare 
Mannigfaltigkeiten (vgl. [3]), allerdings muß man die Grothendieck-Gruppe K U (X) durch 
K(X), die i^-Theorie von X, ersetzen. Falls Lemma 3.1.2 auch in der .fT-Theorie richtig 
bleibt, bleibt auch Satz 3.2.1 richtig. Vielleicht läßt sich auf diese Weise auch wieder ei- 
ne Charakterisierung der komplexen elliptischen Geschlechter der Stufe N angeben. Das 
Toddsche Geschlecht kommt allerdings noch hinzu. 

Zum Beweis des Satzes benötigen wir zwei Lemmata. 

Lemma 3.2.2: Für alle paarweise verschiedene komplexe Zahlen x 1} . . ., x q mit q > 1 
gilt 



En 



X 



J 



i=l j^i X 3 X 'i 



Beweis: Betrachte die meromorphe Differentialform ttt, — vir, — ^ — tt, — r auf dem CPi. 
Sie hat Pole in t = 0, -x u -x 2 , . . ., -x q mit den Residuen nf=i • U&i ^z^", • • 

• Ui=n — - — • Der Residuensatz liefert 



TT--E-II— ^ = o 

i=\ x « i=l x « j^i X J x * 



Xj 



i=l j^i x i x i 
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Lemma 3.2.3: Sei f(x) die zum Gitter L = 2-ni{Zr + Z) und o.B.d.A. dem N- 



Teilungspunkt a = ^ gehörige Funktion zu dem in Abschnitt 2.2 definierten elliptischen 
Geschlecht <p N der Stufe N. Für alle modulo dem Gitter L = 2rri(Zr + Z) paarweise 
inäquivalente komplexe Zahlen x\, . . ., x q mit q = 1 (mod N) gilt dann 

§ TR fl - Xi ) " n T^y = °- 

Beweis: Nach Abschnitt 2.3 ist / elliptisch bezüglich des Gitters L = 27n(ZiVr + Z) und 
es gilt nach (2.15) f(x + 2irir) = e~^~ f(x). 1/ f hat Pole in den Gitterpunkten von L und 
es ist reSa; = o 1/ f = 1. Betrachte die meromorphe Funktion h(x) = j(hö) ' 7(ä+x7J '- ■ •' /(g+a ) • 
Sie ist elliptisch bezüglich L = 27ri(Zr + Z), da g = riV + 1 also /i(a; + 27rir) = 
e~~ ■ (e _ ~) • h(x) = h(x). Auf der Riemannschen Fläche C/L hat sie Pole in 
und -xi, . . ., -x q (mod L) mit den Residuen - nLi j^y, 7^77 • IT^i /(3;j . 1 _- ri) , • • •, 
tt-t • Lli^n "77 — - — 7. Der Residuensatz liefert 

f(X q ) 11 j7 t <? f(Xj-X q ) 

q 1 1 q 1 

g 75ö n /0r . _ ^ - n = o- 

Da die beliebig waren, gelten die beiden Lemmata auch im Sinne formaler Potenzreihen. 

Beweis von Satz 3.2.1: Sei (p das zu der Potenzreihe Q(x) = -r^y = 1 + a±x + g^x 2 + . . . 
gehörige komplexe Geschlecht und K V (E) := ^i( c i(E), . . . , Ci(E)) die zugehörige 
multiplikative Folge zum Vektorbündel E. 

Besteht in H*(X) die Gleichung 

1 + ci + c 2 + . . . = 1 +J*((-)(1 + 61 + 6 2 + ...)- 1), 
wobei q e H l (X) und e H l (Y) sei, so folgt aus (3.9) 

i^(ci, c 2 , . . .) = 1 + ^((^^(fci, 62, ...)-!)■ 

Unter Verwendung der Multiplikativität von K v erhält man daher aus Satz 3.1.3 die Glei- 
chung 

K v (TX)irK v {TX) = \+3. (ih (j* ( f * K ^ {TX) ) ■ 9*K v (TY)Q(v) f[ Q( Xi - v) - ljj ■ 

Multiplikation mit ^(K^TX)) und Auswerten auf [X] liefert 
<p(X) = K v (TX)[X] = f*K v (TX)[X] 
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= fJ*K^TX)[X] + f*j* ((^-)g*K (p (TY) (q(v) f[ Q( Xi - v) - f[ Q( Xi ) )) [X] 



i=l 



(3.11) = <p(X) + Ky(TY)-g.(^f[Q(x i -v)-±f[Q(x i ))\Y]. 

\ v i=i v i=i / 

Für den Ko homologiering von Y = GP(u) gilt [8] 

H*(Y, Z) = H*(Y, Z)[x 1 ]/((-x 1 y + ci(i/)(-xi)«- 1 + . . . + c n (u)). 

Dabei ist x\ = c±(S), und S ist das tautologische Linienbündel über dem projektiven 
Bündel Y. Dies ist aber gerade unser Normalenbündel N (vgl. [7], S. 268). Anderer- 
seits spaltet g*v über Y in S und Quotientenbündel, d.h. über Y gilt v = x±, also 
c(g*(v)) = üjLiC 1 + Xi) = (l + v) lU =2 (l + Xi). Damit vereinfacht sich (3.11) zu 



(3.12) y?(X) - <p(X) = K V (TY) ■ g. (f[ Q(x t -x 1 )-f[ Q(x 



i=2 i=2 / ) 



R: = 

Um g*(R) berechnen zu können, müssen wir zur Fahnenmannigfaltigkeit F(y) über 
Y „aufsteigen", d.h. zu dem zum [/(g)-Bündel v assoziierten Faserbündel mit Faser 
U(q)/U(l) q . Für den Kohomologiering von F{v) gilt [8] 

H*(F(v), Z) - H*(Y, Z)[x u . . . , x q }/{U(l + Xi ) = c{y)). 

Betrachte das folgende Diagramm 

h*g*{v) = h*{N)®L 2 ®...®L q 

I 

g *(u) = N®Q F(u) 
i 

v Y 

I 
Y 

Das zur Fahnenmannigfaltigkeit zurückgeholte Bündel h*g*{y) spaltet in die Linienbündel 
h*(N) © L 2 © ... © L q . Wir führen die Berechnung von g*(R) auf die Integration über die 
Faser der Fahnenmannigfaltigkeit zurück. Hierfür gibt es die folgende Formel (vgl. [21], 
§ 14 und [5]) 

(3.13) g*K{t) = J2 si g n (°") ' a ( t )/ n( x i ~ xj). 

<J&S q i>j 

Die symmetrische Gruppe S q operiert dabei auf t G H*(F(v),X) vermöge Permutation 
der Xi, und sign(cr) bezeichnet das Signum der Permutation a. Weiterhin gilt 

(3.14) K{ I] (x i -x j )) = (q-l)\ . 

i>j>2 
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Sei ip von nun an das komplexe elliptische Geschlecht der Stufe N. Zum Abschluß des 
Beweises reicht es zu zeigen, daß g*(R) verschwindet. Mit (3.14) erhalten wir 



(q-iy.-g^R) 

= g* ( m n - x j)) ■ ( n - ^i) - n 

\ i>j>2 Xl \i=2 i=2 / 

und wenn wir h*(xi) mit x,i identifizieren 



7T* 



II (x l -x J )^^(f[Q(x t -x 1 )-f[Q(x i ) 

\i>j>2 Xl \i=2 i=2 / 



Anwenden von (3.13) 



= y: sign(^) • o \ n - ( n - Xl ) - n q(*o ) i / no* - **) 

tj(zSq \i>j>2 Xl \i=2 i=2 / / i>j 

o-eS, \i>i>2 \i=2 i=2 / / i>j 

= v a ( Q{xi) (f[ Q ^~ Xl) - fr g^ij ^ 

o-eS, V Xl \i=2 X i ~ Xl i=2 X i~ X l ' / 

= ( q -\)\ (e-tt (n — - — n— — 

\i=l f( X i) f( X j ~ X i) j^i f( X j) X j ~~ X 'i 

( i ) ! ( q 1 n 1 n 1 En Xj 

\i=l f( x i) j^i f( x j ~ x i) i=l f( x i) i=i jjLi x j — Xi 

nach Lemma 3.2.1 

nach Lemma 3.2.2 
= 0. 
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sign, 35, 44 
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X, 69 
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V, 34 
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V?v, 36 

<£, 12 
Pso' 35 
CP P ,„ 20 
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